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El6sz6

Nagyon sok jo jatékelmélet konyv van a vilagban nyomtatott és elektronikus
forméaban is. Mindegyik valamilyen jol koriilhatarolt olvasotabort, altaladban
egyetemi hallgatosagot, céloz meg. Ennek a konyvnek a megirasat is elsGsor-
ban az 0sztondzte, hogy a Budapesti Corvinus Egyetemen nemrégen egy 1j
szak, a gazdasdgmatematika szak indult. A szak hallgat6i szdmara a Jatékel-
mélet kotelezs targy. Természetesen ki lehetett volna vilasztani egy konyvet,
amelyik elég jol lefedi azokat a témakoroket, amelyeket fontosnak tartunk és
mellé kiegészitésként egyéb irodalmat adni. Mi inkdbb azt valasztottuk, hogy
mi magunk végezziik el ezt a valogatast a kiilonb6z6 forrdsokbol, és formaljuk
egységes konyvveé.

A jatékelmélet oktatasdnak hagyoményai vannak a Corvinus Egyetemen
illetve el6djén a Budapesti Kézgazdasdgtudoményi Egyetemen. A Gazda-
sagelméleti szakiranyosoknak kotelezs, mésoknak valaszthato targy volt a
negyedik és 6todik évben. Ennek a kurzusnak az anyaga elég jol kikristalyo-
sodott az utobbi 10 évben és tulajdonképpen ez adja ennek a konyvnek is a
vazat. Elég jol lehet tagolni az anyagot és taldn azt az alcimet is adhatnank
neki, hogy ,14 el6adas a jatékelméletbol”.

A Corvinus Egyetemen nem ez az egyetlen targy, ahol jatékelmélettel,
vagy azzal kozeli rokonsidgban allo targgyal taldlkoznak a hallgatok. Elég
csak a Mikrookonomia, a Piacszerkezetek és az Informécié Kozgazdaséig-
tana targyakat emliteni. Ez a konyv nem szeretne ezekkel a teriiletekkel
konkuralni, inkdbb ki szeretné szolgalni Sket és a mar tanult dolgokat j
megvilagitasba helyezni. Torekedtiink arra, hogy egyenstlyban legyen a ma-
tematikai megalapozas és precizitas az intuiciéval, az elmélet a példakkal, és
kell6 szamu gyakorlo feladat is alljon rendelkezésre. A példak és feladatok
zommel kozgazdasagi eredetiiek. Egyes fejezeteket (alfejezeteket) T jellel je-
161tiink meg, jelezve azt, hogy ezek az alapkurzusba ugyan nem férnek bele,
de tovabbi olvasmanynak, egyéni tanulasnak, vagy egy magasabb szinti kur-
zusban felhasznalhatok. A 7 jeles részek kihagyasa nem bontja meg a logikai
egységet. A Fiiggelékben néhany fontos matematikai eredményt gytjtottiink
Ossze bizonyitas nélkiil, valamint a jatékelmélet révid torténetét irtuk le. A



kényvben a kooperativ jatékok elmélete egy kicsit alulreprezentalt, aminek
az a magyarazata, hogy az vilaszthato targyként onalléan is szerepel.

Az elektronikus format azért valasztottuk, hogy az anyag javitasat, fej-
lesztését folyamatosan, kis koltséggel el tudjuk végezni és a konyv mindenki
szamara ingyen elérhetd legyen. Az eredményes tanulashoz az analizis, line-
aris algebra és programozas valamint a valoszintiségszamitas alapjai sziiksé-
gesek, de leginkdbb a formaélis, kritikus gondolkodéashoz valo affinités és az
ebben valo jartassag segit a megértésben és a tanultak alkalmazasaban.
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Bevezetés

Mivel is foglalkozik a jatékelmélet? Egy révid definicio: tobbszemélyes donté-
si problémakkal. Ez igy elég tag, de nem elég preciz, mert nem szerepel ben-
ne a modern jatékelmélet egyik legf6bb jellemz&je: a matematikai modellek
hasznalata ezeknek a dontési probléméknak a tanulmanyozasara. Masodik
kisérletre ezért jobb ez a definicio: a jatékelmélet matematikai modellek olyan
gyijteménye, amelyeket tobbszereplds konfliktushelyzetek tanulmanyozasara
hasznalunk. Lazan fogalmazva, a jatékelmélet egy jatékban (a konfliktushely-
zetet ezentil ezen a néven illetjiik) a jatékosok (déntéshozok) cselekedeteit
és az ennek a kovetkezményeként létrejovG helyzeteket elemzi a jatékosok
viselkedésére és a jatékra tett kiillonféle feltételezések mellett.

Alapvet&en kétféle szempontbdl tekinthetiink egy jatékra. Az egyikben,
amit nevezhetiink gy is, hogy ,alulnézetbdl” nézziik a jatékot, azonositjuk
magunkat az egyik jatékossal és azt vizsgaljuk, hogy mi ezen jatékos ,,optiméa-
lis” viselkedése. A masik a ,madartavlat” szemlélet. Ekkor mintegy feliilr6l
nézve azt vizsgaljuk, hogy a jatékosok egyiittes cselekvéseként kialakul6 hely-
zet milyen, elsGsorban mennyire ,stabil”. Ez utoébbi megkozelités vezet el a
jatékelméletben szinte mindenhol jelenlévo ,egyensilyi szemlélethez”. Mind-
két esetben a vizsgalat modszere normativ. Nem azt vizsgaljuk elsGsorban,
hogy bizonyos szituacidkban a jatékosok a valésaghan megfigyelhetGen ho-
gyan viselkednek, hanem azt, hogy ,racionalis” cselekvések eredményeképpen
minek kell torténnie, mit diktal a modellben rogzitett konfliktushelyzet bels
logikdja. Természetesen sohasem szabad teljesen elszakadni a valosagtol, az
intuicioval ellentétes megoldasok nem lehetnek hosszu élettiek.

A kiilonb6z6 jatékelméleti modelleket nagyon sok szempont szerint lehet
osztalyozni. A teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhanyat:

e A jatékosok szama szerint (ketts, véges, végtelen),

e A jatékosok szamaéara rendelkezésre allo lehetGségek szama (véges, vég-
telen),

e A szembenallas foka (antagonisztikus, nem antagonisztikus),

7
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A megengedett kooperacio foka (kooperativ, nem kooperativ),

A jaték informacios struktiardja (teljes, nem teljes, tokéletes, nem t6-
kéletes),

Az id§ szerepe (statikus, dinamikus),

A véletlen szerepe (determinisztikus, sztochasztikus),

A matematikai megfogalmazas specialitasa (normal forma, extenziv for-
ma, karakterisztikus fiiggvény forma).

A konyv alapvetéen két részre tagozodik: a nem kooperativ és a koope-
rativ jatékokkal foglalkozo részekre. A kett6 kozotti 1ényeges kiilonbség az,
hogy a kooperativ jatékok esetében a jatékosok csoportokat (koaliciokat) al-
kothatnak, amelyeken beliil az 6sszehangolt cselekvést elkotelezd szerzédések
garantaljak, mig a nem kooperativ jatékok esetében ilyen szerzédéseket a
jaték szabalyai nem engednek meg.

Helyénvalonak tartjuk, hogy itt a bevezetésben foglalkozzunk egy keve-
set két alapvetd dologgal: a racionalitassal és a koztudassal. Ez a két té-
ma egyenként is megérdemelne egy-egy teljes konyvet, de mi csak annyiban
érintjiik, amennyiben kozvetlen jatékelméleti kovetkezményiik van. Egy jaté-
kost racionalisnak neveziink, ha viselkedése leirhaté matematikai értelemben
optimadlis dontésekként. Ebben a konyvben az egyszertiség kedvéért mind-
végig feltessziik, hogy a jatékosok preferencidit hasznossagi fiiggvényekkel
lehet kifejezni, amelyeket a jatékelméleti kontextusban (a hagyomanytiszte-
let miatt elsdsorban) kifizetsfiiggvényeknek fogunk nevezni. Bizonytalansag
hidnyaban, egy raciondlis jatékos igy a lehetséges alternativai halmazan a
kifizet&tiiggvényét maximalizalja a tobbi jatékos cselekvésérsl és az Osszes
paraméterrdl alkotott vélekedéseket adottnak véve. Bizonytalansag esetén a
raciondlis jatékosrol azt tessziik fel, hogy az altala nem befolyésolhato para-
méterek egyiittesérsl van egy (szubjektiv) valoszintiségeloszlasa, és az ennek
segitségével képzett varhato kifizetését maximalizalja a sajat alternativai hal-
mazan.

Az altalunk hasznalt méasik feltételezés, az un. koztudas (common know-
ledge). Egy esemény kéztudott, ha minden jatékos tudja, hogy az esemény
bekovetkezett, minden jatékos tudja, hogy minden jatékos tudja, hogy az ese-
mény bekovetkezett, s.i.t. Ez nyilvinvaléan nem egy preciz definicid, de ez
nem is volt célunk. Beszélhetiink koztudott racionalitasroél is, ekkor minden
jatékos racionalis, minden jatékos tudja magéarol, hogy raciondlis, minden
jatékos tudja, hogy minden jatékos raciondlis s.i.t. Ebben a kényvben, ha
csak kiilon nem jelezziik, feltessziik, hogy a racionalitas koztudott.



I. rész

Nem kooperativ jatékok






1. fejezet

Jatékok normal formaban

A nem kooperativ jatékok leirdsanak legtomorebb formaja a stratégiai, vagy

normal forma. Ebben az esetben a jatékot a jatékosok véges N = {1,...,n}
halmazaval, az egyes jatékosok Si,...,S, nem iires stratégiahalmazaival és
ezek S =51 X --- x S5, szorzathalmazan értelmezett f;, : S - R, i=1,...,n

kifizet6fiiggvényekkel adjuk meg, vagy még tomorebben a

G:{Sh-wasn;fla"'vfn}

szimbolummal. Az S halmaz elemeit stratégiaprofiloknak nevezziik.

A jaték lejatszasat ugy képzeljiik el, hogy a jatékosok egymastol fiigget-
leniil valasztanak egy stratégiat a sajat stratégiahalmazukbol, majd az igy
kialakult stratégiaprofilhoz tartozo kifizetések megtorténnek. Sokszor szok-
tak azt is mondani, hogy a jatékosok egyidejiileg (szimultan) véalasztanak
stratégiat, ez azonban félrevezetd is lehet, mivel itt az id6dimenzié semmi-
lyen formaban nincs jelen. Akkor mar jobb a szintén szokasos ,statikus jaték”
elnevezés. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy olyan jatékok is megadhatoak
norméal forméban, amelyeknek eredetileg lényeges id6dimenziojuk is volt és
igy a normal forma némileg altalanosabbnak is tekinthets, noha ez nem az
egyetlen forma, amelyet a jatékelméleti modellek hasznalnak. A megfogal-
mazas tomorsége és matematikai kezelhet6sége mindenképpen vonzova teszi
a normal format.

1.1. definici6. Azokat a jatékokat, ahol a stratégiahalmazok végesek, véges
jatékoknak nevezziik. A véges jatékok esetében véges szamu stratégiaprofil
van, és minden jatékos kifizet6fiiggvénye megadhato egy n-dimenzios tombbel
(polimatrixszal). Kétszemélyes jatékok esetében ez két matrixot jelent (innen
a bimatrix-jaték elnevezés).

Sokféle jatékelméleti koncepciot fogunk a lehetd legegyszertibb bimétrix-
jatékokkal szemléltetni, ahol mindkét jatékosnak csak két stratégidaja van.
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Ezek koziil talan a legismertebb a Fogolydilemma.

1.2. példa (Fogolydilemma). Két fogoly van vizsgélati fogsagban kiilon cel-
lakban tgy, hogy nem kommunikélhatnak egyméssal. Az iigyész egy nagyobb
bilintényt szeretne rdjuk bizonyitani, de csak a beismerd vallomasukra, illetve
az egymas elleni taniskodéasukra szadmithat. Mindkét fogolynak két leheto-
sége van: vall (V) vagy nem vall (N). A biintetéseket években a V' és N
kombinaciojara (negativ elGjellel) az tablazat mutatja (a tablazat egyes
pozicidiban az elsé szam az 1. fogoly, a masodik a 2. fogoly kifizetése).

2. fogoly
N Vv
N (-2,-2) (-10,-1)
Vv (-1,-10) (-5,-5)

1. fogoly

1.1. tablazat. Fogolydilemma

Miel6tt még az altalanos elmélettel foglalkoznank, vessiink egy pillantéast
a Fogolydilemmadra és probaljunk csak a jatékosok racionalitasara, ami amugy
is alapfeltevésiink, hivatkozni. Az 1. fogoly ugyan nem tudja, hogy mit fog
csindlni a mésik, de barmit is csindl a méasik, a V' stratégia valasztasaval
mindkét esetben jobban jar, mint az N valasztasaval, igy a minden esetben
kedvezétlenebb N stratégiat akar el is hagyhatja, hiszen raciondlis jatékos
szamara ez sohasem lesz a legjobb valasz a masik jatékos valasztésara. A
szimmetria miatt a 2. fogoly ugyanigy gondolkodik, és & is kikiiszoboli az N
stratégiat, igy marad a (V,V) stratégia profil, mint ,megoldas”, és mindkét
fogoly kap 5 évet. Amit itt tettiink, az nem volt més, mint az egyértelmtien
kedvezétlen, szigorian domindlt stratégiak kikiiszobolése, és ,szerencsére”
ezzel a megoldas trivialissa valt. Felmeriil a kérdés, lehet-e ezt &ltalaban is
csindlni. Ezzel a kérdéssel egy kicsit késébb foglalkozunk.

A Fogolydilemma tipust jatékok nemcsak ilyen ,frivol” kérnyezetben for-
dulhatnak el6. Gondoljunk az OPEC-re, és az egyszertiség kedvéért legyen
az egyik jatékos Szaud-Aréabia, a masik pedig a tobbi tagorszag. Két straté-
giapéar van: visszafogjak olajtermelésiiket egy magasabb olajar elérésének re-
ményében, vagy nem. Az igazi OPEC-optimum (Pareto-optimum) az lenne,
ha mindketten visszafognak a termelésiiket. Mivel nem biznak meg egymas-
ban, mindkét fél abban reménykedik, hogy a masik visszafogja a termelését
és 6 pedig kihasznalja az igy adodo kedvezd lehetGséget és noveli termelését.
Vilagos, hogy a helyzetet egy Fogolydilemma tipust jatékkal lehet modellez-
ni. A valodi helyzet sokkal bonyolultabb, de az elmélet mégis ad valamilyen
magyarazatot a tényleges folyamatokra.
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A Fogolydilemma esetében szerencsések voltunk, mert a szigorian domi-
nalt stratégiak kikiiszobdlése utan csak egy stratégiaprofil maradt. A kovet-
kez6 bimatrix-jatékban ennek eléréséhez nem elegends egy lépés.

1.3. példa. Tekintsiik az tablazattal megadott bimatrix-jatékot. Az
1. jatékos egyik stratégidja sem domindlja szigorian a masikat, de a 2.
jatékos K stratégiaja szigortian dominalja J-t, igy racionalis jatékos tobbé
mar nem szamol J-vel és elhagyja mindkét matrixbol. A megmaradt jatékban
méar F' szigorian dominalja L-et, az igy megmaradt jatékban K szigortan
dominélja B-t, tehat egy stratégiaprofilra, (F, K)-ra redukalodott a jaték.
Joggal tekinthetjiik ezt a jaték ,megoldésanak”, hiszen raciondlis jatékosokat
és a racionalités koztudottsagat feltéve ez lesz a kimenetel.

2. jatékos
B K J
F | 10 (12 (01
L | (03 (0,1) (20

1. jatékos

1.2. tablazat. Az példa jatéka

Amit a fenti példaval demonstraltunk, az tulajdonképpen a szigorian
domindll stratégiak iterativ kikiszobdlése, ami véges jatékok esetében egy jol
definialt eljards. Nincs azonban semmi garancia arra, hogy ezzel az eljarassal
mindig egy stratégiaprofilra tudnank sziikiteni az eredeti jatékot.

A kovetkezd példaban egyik jatékosnak sincs dominans stratégiaja.

1.4. példa (Nemek harca). Jancsi és Juliska egyiitt akarnak szombat este
szorakozni menni. Kosarlabda mérkszés (K) az egyik lehetGség, egy opera-
el6adas (O) a masik. Jancsi a kosarmeccset, Juliska az operat szereti jobban,
de mindketten azt szeretik legkevésbé, ha egyediil kell elmenni szorakozni.
Egyméstol fiiggetleniil vasarolnak két-két jegyet valamelyik eseményre. Az
[1.3] tablazat szamai Jancsi és Juliska preferenciait tiikrozik.

Konnyen lathato, hogy most semmire sem megyiink a szigortan dominalt
stratégidk iterativ kikiiszobolésével, hiszen el sem tudunk indulni.

Nézziink most egy olyan példat, ahol a stratégiahalmazok nem végesek.

1.5. példa (Szimmetrikus Cournot-duopdlium). Egy iparagban két megha-
tarozo vallalat van, amelyek egy homogén terméket allitanak elg. A vallalatok
termelési volumeneikrél dontenek. Adott az inverz keresleti fliggvény, amely
az iparag Ossztermeléséhez rendeli hozza azt a legmagasabb arat, amelyen a
piac kiiiriil. Adott a vallalatok (azonos) koltségfiiggvénye. Definialjuk most
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Juliska
K O

K (2,1) (0,0)
0 (0,0) (1,2)

Jancsi

1.3. tdblazat. Nemek harca

azt a jatékot normal formaban, amelyben a stratégiahalmazok a termelési
volumenek, amelyet a nemnegativ valos szamok halmazaval reprezentalunk.
A kifizetsfiiggvények a brutté nyereségek: a koltségekkel csokkentett arbe-
vétel. Vegyiik a legegyszertibb esetet, amikor az inverz keresleti fliggvény és
a koltségfiiggvény linearis. Ha ¢ és ¢ jelolik a két vallalat (nemnegativ)
termelési volumenét, akkor az 7 jatékos kifizet6fiiggvénye:

filar, @2) = @ip(q1, @2) — (@),

ahol p(q1,¢2) = max{a — b(q:1 + ¢2), 0}

Legyenek ¢(q;) = cq;, a,b,c >0, a > ¢, i =1,2. Ekkor latszik, hogy a 0
termelési volumen 0 nyereséget ad. A tul nagy termelési volumen veszteséget
(negativ nyereséget) eredményez, fiiggetleniil attol mekkora termelést valaszt
a masik jatékos. Az igy szigorian dominélt stratégiakat el lehet hagyni, és a

megoldést a [0, ¢] intervallumban keresni.

Nézziik most a dominalt stratégiak iterativ kikiiszobdlését altalanosab-
ban. A késébbiekben is egyszertisiteni fogja a dolgokat az alabbi jel6lés.
Vegyiik az ¢ jatékost. Jeloljiikk S_;-vel azoknak a stratégiaprofiloknak a hal-
stratégiaprofilnak nevezziik, és ha s_; € S_;, akkor annak az s stratégiapro-
filnak a jelolésére, amelyben az ¢ jatékos az s; stratégiajat, mig a tobbiek
S_;-t jatsszék az s = (s;, s_; ) szimbolumot hasznéaljuk. Definialjuk most a
dominalés fogalmat.

1.6. definicio. A G = {Sy,...,Su; f1, .., fu} normal formaban adott jaték-
ban legyen az s;,t; € S; az i jatékos két stratégidja. Azt mondjuk, hogy az
s; stratégia szigorian domindlja a t; stratégiat, ha

fi(si; S,Z') > fl(tl, S,Z') (11)
minden s_; € S_;-re.
Hasonléan, az s; stratégia gyengén domindlja a t; stratégiat, ha

fi(siys—i) = fi(ti,;s—i) (1.2)

minden s_; € S_;-re.
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Tekintsiik most a véges jatékokat, azokat a jatékokat, ahol a jatékosok
stratégiahalmazai végesek. Tegyiik fel, hogy a dominalt stratégidkat egyen-
ként kiiszoboltiik ki mindaddig amig ez megtehets. Mivel a stratégiahal-
mazok végesek, ezért véges szama lépésben eljutunk egy redukalt jatékhoz
(idedlis esetben egyetlen stratégiaprofilhoz), amelyet mar nem tudunk tovabb
sziikiteni. Mivel a kikiiszobolés sorrendje esetleges, zavar6 lenne, ha a vég-
eredmény fiiggne a kikiiszobdlés sorrendjétsl. Szerencsére, ha csak szigorian
dominalt stratégidkat hagyunk el, akkor a végeredmény fiiggetlen a kikiiszo-
bolés sorrendjétdl. Ennek bizonyitasat (véges esetben) gyakorlo feladatként
az olvasora bizzuk (lasd az feladatot). Nem ilyen kedvezs a helyzet
akkor, ha a kikiiszobolés a gyengén dominalas alapjan torténik. Ekkor a
végeredmény fiigghet attol, hogy milyen sorrendben hagyjuk el a gyengén
dominalt stratégidkat. Nagyon konnyi ilyen példat adni, ezt is az olvasora
bizzuk (lasd az[1.2] feladatot).

A szigortian dominalt stratégiak kikiiszobolésével olyan ,megoldasokhoz”
jutunk, melyek stabilitast mutatnak. Stabilitdst abban az értelemben, hogy
ha a jaték egy olyan ,megoldashoz” jut, amely ,tulélte” a szigortian dominalt
stratégidk kikiiszobolését, akkor nem raciondlis egyik jatékosnak sem olyan
stratégiat valasztani, amely nem élte til a szigorian domindlt stratégidk
iterativ kikiiszobolését.

Lattunk példakat arra, hogy sokszor vagy semmire sem megyiink a szi-
gortian dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolésével, (hiszen el sem tudunk
indulni) vagy nem tudjuk kellsképpen sztikiteni a raciondlisan szoba johetd
stratégiaprofilok halmazat. Olyan megoldasi koncepciéra van sziikségiink,
ami sokkal szigoribb, mint a szigortan dominalt stratégiak iterativ kikiiszo-
bolése, vagyis jobban lesziikiti azoknak a stratégiaprofiloknak a halmazat,
amelyek stabilitast mutatnak. Egy ilyen megoldas a Nash-egyensilypont
(NEP).

A szigoruan dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolésére a késGbbiekben
még visszatériink.

1.1. Feladatok

1.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy véges jatékok esetén a szigorian domi-
nalt stratégiak iterativ kikiiszobolésének sorrendje nem befolyasolja a vég-
eredményt (a kikiiszobolés utan megmaradt stratégiaprofilok halmazat).

1.2. feladat. Adjunk példat olyan véges jatékra, ahol a gyengén dominélt
stratégiak iterativ kikiiszobolésének sorrendje befolyéasolja a végeredményt (a
kikiiszobolés utan megmaradt stratégiaprofilok halmazat).
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1.3. feladat. Két jatékos a kovetkezG osztozkodasi jatékot jatssza. 100 Ft-
ot kell elosztaniuk egymaés kozott kerek forintokban. A két jatékos egyszerre
és egymastol fiiggetleniil jelenti be igényét a bironak. Ha az igények Osszege
nagyobb, mint 100 Ft, akkor egyik fél sem kap semmit. Ha az igények Gsszege
legfeljebb 100 Ft, akkor mindkét fél megkapja azt, amit kért, és az esetleges
maradékot a bir6 jotékonysagi célra forditja, és ez kozombos a jatékosok
szamara.

1. Mik ebben a jatékban a szigorian domindlt stratégiak 7
2. Melyek ebben a jatékban a gyengén dominalt stratégiak?

3. Van-e dominans stratégia?



2. fejezet

A Nash-egyenstly

2.1. A Nash-egyenstuly fogalma

Tegyiik fel, hogy valamilyen megfontolés, elmélet, esetleg intuicié vagy kon-
vencié alapjan azt gondoljuk, hogy egy adott s stratégiaprofilt tekintiink
egy G ={S1,...,50; f1,..., fa} jaték megoldasanak. Ezt a megoldéast akkor
tekinthetjiik ,stabilnak” vagy ,0nmegvalositonak” (self enforcing), ha tetszo-
leges i jatékos (1 = 1,2,...,n) nem tudja a kifizetését novelni azzal, hogy
a sajat s; komponensét s-bél megvaltoztatja, feltéve, hogy a tébbiek az s_;
csonka stratégiaprofilt jatsszak. A Nash-egyensuly pontosan ezt a ,stabili-
tast” testesiti meg.

2.1. definicié. Legyen G = {S1,...,Su; f1,..., [n} egy n-személyes nem ko-

operativ jaték norméal formaban. Egy s* stratégiaprofilt Nash-egyensilypont-
nak (N EP) neveziink, ha a kiovetkezs egyenlétlenség fennall:

fi(s;'k?S*—') Z fi(shsii)
minden s; € S; és minden ¢ = 1,...,n esetén.

A definicio tovabb erésithetd (sziikiti az egyensulypontok halmazat), ha
a (gyengén) dominalast is megkoveteljiik.

2.2. definici6o. Az s* € S stratégiaprofilt domindns Nash-egyensilypontnak
(DN EP) nevezziik, ha

fi(si,s—i) > fi(sis—i)

minden s € S stratégiaprofil és minden i = 1,... n esetén.

17
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Példaul a Fogolydilemma jatékban példa) a (V,V) stratégiaparos
egy DNEP.

Altalaban nem elég, ha azt tessziik fel, hogy a jatékosok csak Nash-
egyvensilyhoz tartozé stratégiat jatszanak. Lehetséges ugyanis, hogy a ja-
tékban tobb N EP is van, ilyenkor elképzelhetd, hogy mindegyik jatékos egy
olyan stratégiat jatszik, amely egy NEP része, de a valasztott stratégiik
egylittese (a kialakulo stratégiaprofil) nem alkot N EP-et (erre példa a Ne-

mek harca jaték (1.4 példa)).

2.3. definicié. Ha s = (sq,...,8,) ést = (t1,...,t,) a G ={S1,...,5:; f1,
.oy Jn} jaték két N EP-je, és

u=(uy,...,uy),

ahol uw; € {s;,t;}, i = 1,...,n, szintén NEP, akkor azt mondjuk, hogy
s és t felcserélhetdek. Ha a G jatéknak csak egyetlen N FEP-je van, vagy
barmely két N E P-je felcserélhetd, akkor azt mondjuk, hogy G rendelkezik a
feleserélhetdségi tulajdonsdggal.

2.4. definici6. A G = {51, 5; fi1, fo} kétszemélyes jatékot antagoniszti-
kusnak nevezziik, ha barmely si,t; € S] és so,to € S5 stratégiaparosra
fennall, hogy

fi(s1,82) 2 fi(ti,t2) <= fa(s1, 52) < falti, ta).

Az antagonisztikus jatékokban a jatékosok érdekei csakugyan ellentétesek.
A konstans sszegt jatékok (fi + fo = konstans) antagonisztikusak, de nem
minden antagonisztikus jaték konstans Gsszegii.

2.5. tétel. Minden antagonisztikus jdaték rendelkezik a felcserélhetdségi tulaj-
donsdgqgal és minden N EP-ben mindkét jdtékos kifizetdfigguény-értéke azo-
n0S.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat gyakorlasképpen az olvasora bizzuk (lasd a

feladatot). O

A kifizetsfiiggvények értékét (barmely) egyensilypontban a jaték értéke-
inek nevezziik.

Jeloljiik E-vel a G = {S1,..., S f1,-.., [n} jaték N E P-jeinek halmazat.
Definidljunk egy ~ binaris relaciot az F halmazon a kévetkezGképpen: e ~ f
akkor és csak akkor, ha e és f felcserélhetéek, e, f € F. Konnyd megmu-
tatni, hogy a ~ relacio reflexiv, szimmetrikus, de nem tranzitiv (lasd a
feladatot).
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2.6. definici6é. Az F egy olyan D részhalmazat, amelyre barmely d;,dy €
D esetén d; ~ d,, Nash-halmaznak nevezziik. Ha egy Nash-halmaz nem
valodi részhalmaza egyetlen Nash-halmaznak sem, akkor ezt maximdlis Nash-
halmaznak hivjuk.

A NEP definici6jabol definicio) kideriil, hogy a jatékosok kifizets-
fiiggvényei (hasznossagi fiiggvényei) ,fiiggetlenek” egymastol, minden jatékos
sajat skalat alkalmazhat a mérésnél. Ez lehetévé teszi, hogy amennyiben
ez sziikséges, bizonyos transzforméciokat végezziink a kifizetsfiiggvényeken
anélkiil, hogy ezzel a N E P-ek halmazat megvaltoztatnank.

2.7. definici6. Tekintsiink két jatékot, amelyek csak a kifizetofiiggvényeik-
ben kiilonb6znek:

G = {Sl,...jsn;flyﬂ"fn}
H = {Slv"'asn;glv"‘7gn}‘

A G és H jatékokat stratégiailag ekvivalensnek nevezziik, ha N FE P-jeik
halmaza megegyezik.

2.8. tétel. Tetszdleges G = {S1,...,Sn; f1,---, fu} jdték esetén, ha p; : R —

R szigoriian monoton névé minden i = 1,... ,n-re, akkor a H = {Sy,...,
Sn; 10 f1,y -, ono fu} jdték stratégiailag ekvivalens G-vel (a o szimbdlum az

dsszetett fiigguény képzést jeloli).

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat az olvasora bizzuk (lasd a feladatot).
[

Ha a ,kifizetés” pénzben torténik, akkor a stratégia valasztas szempont-
jabol k6zombos, hogy milyen pénzegységet hasznalunk és hogy vajon van-e
(pozitiv vagy negativ) részvételi dij a jatékban, mivel a ¢;(f;) = a; f;+b; affin
transzformécio szigorian monoton novekvd, ha a; > 0 minden¢ =1, ..., n-re.

Mivel nagyon stlyos intuitiv érvek tadmogatjik mind a szigoriian dominalt
stratégiak iterativ kikiiszobolésével nyert megoldast (mar ha egyaltalan ezzel
az eljarassal eljutunk hozza), mind pedig a NFE P-et, jogosan vetédik fel a
kérdés, hogy milyen kapcsolat 1étesithetd a ketts kozott.

2.9. tétel. A G = {S1,...,Su; f1,..., fa} jdtékban a szigorian domindlt
stratégiak iterativ kikiszobolésével eqyetlen N EP-et sem vesztiink el.

Bizonyitds. Az allitast indirekt modon igazoljuk. Az altalanossiag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden lépésben pontosan egy stratégiat kiiszo-
boliink ki. Tegyiik fel, hogy G egy N EP-jét, mondjuk az s* stratégiaprofilt
valamikor az eljaras soradn kikiiszoboltiik, és hogy s; lett elGszor kikiiszobol-
ve s* komponensei koziil. Ekkor kell lenni egy ¢; € S; stratégianak, ami
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szigortan dominalja s?-ot, vagyis minden olyan s_;-re, amely a t&bbi jatékos
még nem kikiiszobolt stratégiaibol allithato ossze, a kovetkezs egyenlStlenség
fennall:

filti;s—i) > fi(si,s-)
Minthogy s} volt az elsg, amit kikiiszoboltiink, s* ;-re is fenn kell alljon a fenti
egyenlGtlenség, ami viszont ellentmond annak, hogy s* NEP G-ben. O]

2.10. tétel. Ha a G jdték véges, és a szigoruan domindlt stratégidk iterativ
kikiiszobolésével egyetlen s* stratégiaprofil marad, akkor s* a G jaték egyetlen
N E P-je.

Bizonyitds. Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy s* az egyetlen straté-
giaprofil, amely tulélte a kikiiszobolési eljarast, és ez nem NEP. Mivel S;
véges, igy létezik t7 € S; tf # s7, hogy

filti s%) = fisi,sZ;) (2.1)
fennall minden s; € S;-re. Mivel ¢} szigortian dominalt, igy létezik r; € .S,
hogy

filri;s—i) > fi(t7,s-s)
minden még ki nem kiiszobolt s_; € S_;-re, igy s*,-re is, ami ellentmond

(2.1)-nek. O

A [2.10] tétel bizonyitasabol kittinik, hogy a tétel feltételei til erések. Az
is vilagos azonban, hogy altalaban, tetszéleges G véges jatékban, a szigori-

an dominalt stratégidk kikiiszobolését tulélt stratégiaprofilok nem feltétleniil
NEP-ek (lasd a2.4] feladatot).

2.2. Létezés

A Fogolydilemma jatékban (1.2l példa) a (V, V) stratégiaparos Nash-egyen-
salypont. Ugyancsak NEP a (K, K) és az (O, O) stratégiaprofil a Nemek
harca jatékban (1.4} példa). Nagyon kénnyi azonban olyan példat mutatni,
ahol a jatéknak nincs N E P-je.

2.11. példa (Ermeparositas). Két jatékos azt a jatékot jatssza, hogy egy-
mastol fliggetleniil, anélkiil, hogy a méasik latna, egy pénzérme iras (I) vagy
fej (F') oldalat forditja felfele. Ha a két érme feliil 16v6 oldala megegyezik,
akkor az 1. jatékos nyer 1 egységet a 2. jatékostol, ha pedig kiilonbozbek,
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akkor a 2. jatékos nyer egy egységet az 1. jatékostol. Ez egy véges, kétsze-
mélyes zérusosszegii jatek, igy elég az els6 jatékos kifizetéméatrixat megadni
(az elsé sor és oszlop I-t, a méasodik F-et reprezentalja):

1 -1
()
Konnyen lathato, hogy ennek a jatéknak nincs N E P-je.

Nagyon lényeges kérdés, hogy milyen feltételek mellett van egy jatéknak
N EP-je. A normal forma ,matematikai tisztasiga” és egyszertisége lehetGvé
teszi, hogy a stratégiahalmazokra és a kifizetdfiiggvényekre tett kiillonboz6
feltételezések mellett mély, és a jatékok széles osztalyara vonatkozd egzisz-
tenciatételeket bizonyitsunk. Noha ezek a tételek altalanosabb terekben is
bizonyithatdak, mi mégis a gyakorlati szempontbdl kielégité véges dimenzi-
6ban maradunk.

Induljunk ki a

G:{Sl,...,Sn;fb---»fn}

normél formaban adott jatékbol, ahol most feltessziik, hogy S; C R¥, (i =
1,...,n). A stratégiaprofilok ill. a csonka stratégiaprofilok halmazainak
jelolésére tovabbra is az S és az S_;, ezek elemeire pedig az s és s_; szimbo-
lumokat hasznéljuk. Idézziik fel, hogy az s* stratégiaprofil NEP, ha

fi(5?7 S*—z) > fi<8i7 S*—z)
minden s; € S; és minden ¢ = 1,...,n esetén.
A N EP-et lehet jellemezni az un. legjobbvalasz-leképezéssel (best reply).
Az i jatékos B; : S — S; legjobbvalasz-leképezése a kovetkezs:

Bz<S) = {tl € SZ ‘ fl(t“ S,i) 2 fi(’f’i, S,Z’), minden r; € Si—re}.

Bi(s) az 1 jatékos legjobb stratégiait tartalmazza, ha a tobbi jatékos az s_;
csonka stratégiaprofilban szerepld stratégidkat jatssza. Az eddigi feltevések
mellett B;(s) akar iires is lehet.

2.12. definici6. Az egész jatékra vonatkozé B : S — S legjobbvalasz-
leképezés legyen

B(s) = Bi(s) X -+ x By(s),
vagyis t € B(s) akkor és csak akkor, ha t; € B;(s) minden i = 1,..., n-re.
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A kovetkez6é megallapitas a N EP definiciojanak egyenes kivetkezménye:

2.13. segédtétel. Az s* € S stratégiaprofil akkor és csak akkor NEP-je a G
jatéknak, ha s* fizpontja a B legjobbudlasz-leképezésnek, vagyis ha s* € B(s*).

Bizonyitds. A bizonyitast feladatként tidztiik ki: feladat. Il

Ez a megallapitas egy altalanos modszert ad a keziinkbe az egziszten-
ciatételek bizonyitasanal: olyan feltételeket kell keresni, amelyek mellett a
legjobbvalasz-leképezésre teljesiilnek valamely fixponttétel feltételei. Kezd-
jiik egy viszonylag egyszert esettel.

2.14. tétel. Legyen G = {S1,...,Su; f1,---, [n} normdl formdban megadott
jaték, ahol a stratégiahalmazok véges dimenzios euklideszi terek nemiires, kon-
vex, kompakt részhalmazai, és a kifizetdfiigguények folytonosak a stratégia-
profilok S halmazan. Ha o G jdtékra vonatkozo B legjobbudlasz-leképezés
eqyértékid, akkor G-nek van legaldbb egy N EP-je.

Bizonyitds. Mivel B; egyértéki, f; folytonos, S; kompakt, ezért B; az s_;
paramétervektor folytonos fiiggvénye (lasd a2.9] feladatot). Ekkor a B az
S kompakt, konvex halmaz énmagéra val6 folytonos leképezése. A Brouwer-
fixponttétel szerint (1asd az fiiggeléket) B-nek van fixpontja, ami a G jaték
N E P-je. m

Egyszeriibb esetekben a tétel alapjan ki is tudjuk szamolni az
egyensilypontokat. Ehhez az kell, hogy a legjobbvalasz-leképezés viszony-
lag egyszert legyen, és a stratégia halmazok alacsony dimenzidsak (lehetGleg
egydimenziosak) legyenek.

2.15. példa. Visszatériink az példaban leirt szimmetrikus Cournot-
duopoéliumhoz.

A dominélt stratégidk elhagyésa utan a stratégiahalmazok korlatos, zart
intervallumok. A kifizet6fiiggvények konkav kvadratikus fiiggvények. Ha
a masodik vallalat kibocsatasa ¢, akkor az els¢ vallalatnak erre a legjobb
valasza a

Q(x) =z(a—blx +q)) — cx

kvadratikus fiiggvényt maximalizalo x = ;¢ —1 kibocsétas. A legjobb valasz

az egyik jatékos q kibocsatasara max{ % — 1,0} és a legjobbvalasz-leképezés
egyertékd (vagyis egy fiiggvény). Az (egyetlen) fixpontot a ¢ = << — 12

2 2
egyenlet megoldasaval kapjuk:

a—c

30
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2 . 2 . o . . . 2(&76) 2 . a+2c
Az egész iparag kibocsatdsa (a szimmetria miatt) =5, az ar pedig “4=.

Ugyancsak egyszeri szamitassal (a profitfiggvény maximalizalasaval) kap-

juk, hogy a monopol kibocsatas ¢, a monopolar pedig are A versenyzéi
egyenstlyi ar a c hatarkoltség, az iparagi kibocsatés pedig “3¢. Az adott

feltételek mellett kis szamolassal latjuk a korantsem meglepd eredményt: a
duopolar nagyobb, mint a versenyz6i egyensulyi ar, de kisebb a monopo-
larnal, mig a duopolium oOsszkibocsatasa nagyobb, mint a monopoliumé, de
kisebb, mint a versenyzéi egyensuly esetén.

Nézziik most azt az esetet, amikor a legjobbvalasz-leképezés tobbértékd
(halmazértéki).

Azt mar lattuk, hogy a legegyszeriibbnek tartott véges jatékok esetében
altalaban nem szdmithatunk arra, hogy a N EP létezik (lasd a példat).
Kedvez&bb a helyzet akkor, ha megengedjiik, hogy a jatékosok véletlenszert-
en valasszanak a (véges szamu) stratégiaik koziil. Ekkor stratégiahalmazaik
az eredeti (ebben a kontextusban tiszta stratégidknak nevezett) stratégia-
kon értelmezett valoszintiségi vektorok Osszességei, mig kifizet6fiiggvényeik
a valasztott stratégiaprofilbol szarmaztatott valoszintségekkel vett varhato
kifizetések (a kifizetések varhato értéke) lesznek. Ekkor egy 1j jatékhoz ju-
tunk, amelyet az eredeti véges jaték kevert bovitésének neveziink. Magét az
n-személyes véges jatékot és annak kevert bovitését is megadhatjuk n darab
n-dimenzios témbbel (poliméatrixszal), amelyek az egyes jatékosok kifizetéseit
adjak meg az Osszes stratégiaprofil esetében.

Jelolje a;q.__uv az i jatékos kifizetését. Ekkor, ha az 1. jatékos a p, a 2.
jatékos a q, ..., az n — l-edik az u, az n-edik pedig a v tiszta stratégiajat
jatssza, akkor a kevert bovitésben az ¢ jatékos kifizetése

gi(x,y,...,u,v) = Z Uy avTpYq ** * WuZy
p,q,-..,u,v
varhat6 érték, ahol x, annak a valoszinfisége, hogy az 1. jatékos a p-edik
tiszta stratégidjat jatssza. Hasonlo az y,, ..., w,, 2, valosziniségek jelentése.

A varhaté érték szamitasnal ezeket a valdszintiségeket azért szoroztuk
Ossze, mert feltettiik, hogy a jatékosok egymastol fiiggetleniil valasztanak
stratégiat, ami a jelen esetben az egyes tiszta stratégidkhoz rendelt valoszi-
niiségek megvalasztasat jelenti.

AG={S1,...,5; f1, -, fn} véges jaték kevert bvitését normal forma-
ban a G ={T1,...,Tn; g1, - ., gn} szimbolummal jel6ljiik, ahol Ty, ..., T, a
megfelel6 dimenzios egységszimplexek, a g, . . ., g, kifizet6fiiggvények értékei
pedig az el6z6ekben definialt varhato értékek.

A kevert bévitést sokféleképpen lehet interpretalni. A legkézenfekvGbb a
kovetkezG: a jatékosok elGszor egyméstol fiiggetleniil valasztanak egy valdszi-
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niiségeloszlast (az egységszimplex egy elemét), majd szintén egymastol fiig-
getlentiil a valasztott valosziniiségeloszlassal véletlenszeriien valasztanak egy
tiszta stratégiat, majd pedig megtorténik a kifizetés. A jatékosok a hosszi
tava atlagos kifizetéseik (a varhato kifizetések) maximalizalasara toreksze-
nek. Vegyiik észre azt a fontos dolgot, hogy a jaték sokszori lejatszasa soran
a tapasztaltak fiiggvényében méar nem lehet megvaltoztatni az eredetileg va-
lasztott eloszlast. A késGbbiekben egyéb interpretaciokkal is foglalkozunk.
Ko6nnyen igazolhatjuk, hogy a m példaban az ((3,3),(5,3)) kevert
stratégiakbol allo stratégiaprofil a kevert bévitésnek NEP-je (lasd a
feladatot). |Nash (1951)] bizonyitotta be elGszor, hogy a véges jatékok ke-
vert bévitésének mindig van legalabb egy NEP-je. Ezt a tételt most nem

bizonyitjuk kiilon, egy altalanosabb tétel specialis eseteként fogjuk megkapni.

2.16. tétel. Legyen G = {S1,..., S0 f1,---, fa} olyan jdték, amely eleget
tesz az aldbbe feltételeknek minden i =1,... n-re:

1. S; eqy véges dimenzids euklideszi tér nem fdires, konvex, kompakt rész-
halmaza,

2. fi felilrdl félig folytonos (a tovdbbiakban f.f.f.) a stratégiaprofilok S
halmazdn,

3. barmely régzitett s; € S; esetén az f(s;,-) figgvény alulrdl félig folytonos
(a tovdbbiakban a.f.f.) az S_; csonka stratégiaprofilok halmazdn,

4. minden s € S esetén a B;(s) legjobbuvdlasz-halmaz konvez.

Ekkor a G jdtéknak van N EP-je.

Bizonyitds. A B legjobbvalasz-leképezés értékei nem iiresek, hiszen minden
stratégiahalmaz kompakt és minden kifizetsfiiggvény f.f.f.
Elgszor azt mutatjuk meg, hogy a B leképezés grafja: G = {(x,y) | x €
S, y € B(x)} zart. Tegyiik fel, hogy nem az. Ekkor van olyan (x°,y°) ¢ Gp,
hogy (x°,y°) minden kornyezetének S x S-sel kozos része tartalmazza Gp
legalabb egy pontjat. Mivel S zart, igy (x°,y°) € S xS, tovabba y° ¢ B(xY),
vagyis van legalabb egy jatékos (mondjuk az 1. jatékos), aki sziméra y nem
a legjobb vélasz. Ekkor van olyan yi € S, hogy
f1<Yi7ng""X9L) >f1(y(1),X(2),...,X9L). (2'2)

Definidljuk az F : S? — R fiiggvényt a kovetkezSképpen:

F(va) = fl(yLXQ?"';Xn) _fl(y17X2>"'7Xn)
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AR es[3] feltételek miatt F a.ff., igy a C = {(x,y) € 5? | F(x,y) < 0}
halmaz zart. Minden (x,y) € Gp esetén F(x,y) <0, de az[l] feltétel miatt
F(x% y%) > 0, ami ellentmond C zartsaganak. A B legjobbvélasz leképezés
igy kielégiti a Kakutani-fixponttétel (lasd az[B] fiiggeléket) minden feltételét
és igy van fixpontja, ami a G jaték N EP-je. ]

A tétel [ feltétele teljesiilésének egy elégséges feltétele az, hogy
az fi(-,s_;) kifizetsfiiggvény kvéazikonkav minden rogzitett s_; € S_;-re és
minden ¢ = 1,...,n-re. Ha az f;(-,s_;) fiiggvények konkavak (termeészete-
sen ekkor kvazikonkavak is), és az f; fliggvények folytonosak az S-en, akkor
[Nikaido és Isoda (1955)] tételét kapjuk, ha pedig az f;(-,s_;) fiiggvények li-
nearisak, és az S; halmazok az egységszimplexek, akkor [Nash (1951)| eredeti
egzisztenciatételét kapjuk specialis esetként.

2.17. példa (Gyava nyul). Két autovezetd, Péter és Pal a kovetkezo oriilt
jatékot jatssza. Egymas felé hajtanak egy keskeny tton, ahol csak egy au-
tonak van hely. Batorsagukat szeretnék megmutatni azzal, hogy nem térnek
ki el6bb, mint a masik. Mindkettének két tiszta stratégidja van: Kitér (K),
nem tér ki (N). A abran a hasznossagaikat a kovetkezo kifizetések jel-
lemzik: az els§ szam Péteré, aki a ,sorjatékos”, a masodik szam Palé, aki az
,oszlopjatékos”.

A jaték kevert bovitésében Péter x és (1 —z) valoszintiségekkel alkalmazza
a K és az N stratégidkat, Péter pedig y és (1 —y) valoszintiséggel az 6 tiszta
stratégiait. Ekkor egyszert szamolassal kapjuk, hogy Péter legjobbvalasz-
leképezése:

0, ha2<y<l1

BPéter<y> - y
0, 1], ha y =2

Hasonléan, Pal legjobbvalasz-leképezése:

0, ha % <z <1
BPél(): 1, ha0<x<§
0,1], ha © = 2
A legjobbvalasz-leképezésnek harom fixpontja van (a N EP-ek):



26 2. FEJEZET. A NASH-EGYENSULY

Pal
K N
O B R Xy
Peter n | 7.2) (00

2.1. abra. Gyéava nyil

2.18. példa (Bertrand-duopolium). A Cournot-duopoliumban a termeldk a
termelési mennyiségekrsl dontenek. Bertrand szerint a dontési valtozo az ar,
és a fogyasztok az alacsonyabb arat kérs termel6t részesitik elényben, azonos
ar esetén véletlenszertien, azonos valésziniséggel valasztjak valamelyik val-
lalatot. Jeloljiik c-vel a két vallalat kozos pozitiv termelési egységkoltségét,
D-vel pedig a keresleti fiiggvényt, amely folytonos, monoton fogyé és pozitiv
arakhoz porzitiv keresletet rendel. A vallalatok altal kért arak: py, ps. Ekkor
az elsG vallalat terméke iranti kereslet:

D(p1), ha p; < py
Dl(plap2) = <2p1), ha p; = py
0, kiilénben

Hasonloan kapjuk a masodik vallalat terméke iranti Do (py, p2) keresletet is. A
vallalatok profitja (p1 — ¢)D1(p1,p2) és (p2 — ¢)Da(p1, p2). Ennek a jatéknak
egyetlen NEP-je van: mindkét jatékos a versenyzGi egyensilyt valasztja,
ahol az ar egyenl6 az egységkoltséggel: p; = py = c¢. Ezt azonnal lehet 14tni,
mivel barmely c-nél nagyobb arral probalkozna az egyik vallalat, a masik
alaigérhetne és ezzel egyoldaltan pozitiv profithoz jutna.

A2.18 példa eredményét Bertrand-paradozonnak is szoktak nevezni, mi-
vel intuicionkkal ellentétesen azt allitja, hogy a versenyzGi egyensily mar két
vallalat esetén is megvaldsul, és nem magyarazza meg, hogy miért akarnak
egyaltalan a vallalatok termelni, ha nincs nyereségiik. A paradoxont a modell
tilsagos egyszertsitései magyarazzak, mivel tobbek kozott, nem foglalkozik
azzal, hogy mi van akkor, ha a korlatos kapacitas miatt egyik véallalat sem
képes kielégiteni a teljes keresletet. Az Edgeworth—Bertrand-modell, amely-
ben a vallalatok termelési és arddntéseket is hoznak, igyekszik pontosabb
magyarazattal szolgalni.

A Bertrand-paradoxon minden hibaja ellenére érdekes, mert élesen ra-
vilagit egy olyan esetre, ahol kisszamu termel6 késhegyig menG harcot viv
egymassal.
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2.3. Szimmetria

Nagyon gyakori eset, amikor egy konfliktushelyzetben a jatékosok azonos
poziciokat foglalnak el, és lényegében csak abban kiilonbéznek, hogy mi-
lyen indexszel lattuk el 6ket. Lattunk példat arra, hogy ilyenkor lehet olyan
N E P-je a jatéknak amelyben a kifizetések nem azonosak, tehat az egyensiily-
pontban mar nem szimmetrikus a jatékosok helyzete. Erre j6 példa a Gydva
nyil jatek (2.17] példa), amelynek harom egyenstlypontja is van, amelybél
kett6 nem szimmetrikus, a harmadik viszont az. Kérdés, hogy a szimmetri-
kus jatékoknak van-e mindig szimmetrikus N EP-jiik? Ehhez a szimmetriat
formélisan is definidlni kell.

2.19. definici6. Legyen G = {S1,..., S f1,---, fa} egy jaték normal for-

maban. A @ jatékot szimmetrikusnak nevezziik, ha S; = S, = --- = 5, és
ha a jatékosok barmely ) permutacioja esetén f;(s1,...,5,) = fyu) (Spays - --»
Sy(n)) fenndll minden (sq1,...,s,) € S -re.

A szimmetria tulajdonképpen azt jelenti, hogy minden jatékosnak ugyanaz
a stratégiahalmaza és a jaték ugyanaz marad, ha a jatékosokat atindexeljiik.
Egy stratégiaprofilt szimmetrikusnak neveziink, ha minden jatékosnak azonos
a stratégiaja. Ha ez a stratégiaprofil egy NE P, akkor szimmetrikus N E P-
nek hivjuk.

A szimmetrikus NEP létezésének bizonyitasahoz sziikségiink lesz Nash
eredeti bizonyitasira, amelyet véges jatékok kevert boévitésére adott 1950-
ben, és amelyben nem hasznélta a Kakutani-fixponttételt, csak a Brouwer-
fixponttételt. A bizonyitas onmagaban is érdekes, egyszerii és szellemes.

Legyen G = {S1,...,Su; f1,..., fa} egy véges jaték kevert bévitése, ahol
S; az r; szamu tiszta stratégia halmazan értelmezett valészintiségeloszlasok
szimplexe, ¢ = 1,....,n; az fi,..., f, pedig a varhato kifizetéseket jeloli.
Jeloljiink egy valoszintiségi vektort p;-vel, és e;;-vel azt az eloszlast, amely
1 valoészintiséget rendel az ¢ jatékos j tiszta stratégidjahoz, j = 1,...,r;,
csonka kevert stratégiaprofilt. A stratégiaprofilok halmaza legyen S. Ezekkel
a jelolésekkel egy p* € S a G jatéek N EP-je, ha

fi(pi,pZ;) = fi(pi, PL,)
fennall minden p; € S; és 7 =1,...,n esetében.
Definidljuk a g;; : S = Résazy;; : S =R, j=1,...,r,1=1,...,n
fiiggvényeket a kovetkezd modon:

9i5(p) = max{ fi(e;;, p—i) — fi(p),0}.
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vii(p) = pij + gij(p) '
? L+ 3205 9a(p)

Az y;; figgvényekbdl Osszeallitott y vektor-vektor fiiggvény a stratégia-
profilok S kompakt, konvex halmazat folytonosan énmagaba képezi le. A
Brouwer-fixponttétel szerint van olyan p* € S, hogy p* = y(p*). Most
belatjuk, hogy ez a p* NEP.

Adott i-re legyen k egy olyan index, amelyre fi(ey,p*;) < fi(ei;, p%;)
minden olyan j-re, amelyre pj; > 0. Mivel fi(p*) az fi(e;;, p*;) értékek
konvex linearis kombinacioja, ezért fi(ex, p*;) — fi(p*) < 0, vagyis gix(p*) =
0. Ekkor p}, = vix(p*) csak ugy lehet, ha Y ", gu(p*) = 0, amibdl viszont
fi(ei;, p*;) < fi(p*), majd p;;-vel mindkét oldalt beszorozva és Gsszegezve
a fi(pi, p%;) < fi(pl,p*,;) egyenlGtlenséget kapjuk, ami azt jelenti, hogy p*
NEP.

Konnyt latni, hogy minden N EP fixpontja az y leképezésnek.

2.20. tétel. Tetszdleges G szimmetrikus véges jdaték kevert bovitésének van
szimmetrikus N EP-je.

Bizonyitds. Egyszert behelyettesitéssel, a szimmetria kihasznalaséval latha-
t0, hogy ha p szimmetrikus, akkor fi(e;;, p—i) — fi(P) = fi(ex;, P-x) — fr(P)
minden ¢,k € {1,...,n}-re, amibdl g;;(p) = gx;(P) ¢s vi;(P) = yr;(P) kovet-
kezik. Tekintsiik most a szimmetrikus stratégiaprofilok halmazat, amely nyil-
van nem iires (az a stratégiaprofil, amelyben minden tiszta stratégia valoszi-
niisége egyenld, szimmetrikus), kompakt, konvex, igy a Brouwer-fixponttétel
szerint van fixpontja az y leképezésnek, amely egy szimmetrikus NEP. [

2.21. megjegyzés. A Gydva nyul jatékban lattuk, hogy a tiszta stratégiak
halmazan nincs szimmetrikus N E P, biztosan tudjuk azonban, hogy a kevert
stratégidk halmazan van.

2.4. Egyértelmiiség

Azt mar az eddigiekben is lattuk, hogy a NEP egyértelmiisége kivanatos
tulajdonsaga egy jatéknak, hiszen ilyenkor a felcserélhetéség hianya fel sem
meriilhet problémaként. Ezen kiviil szamos esetben a N E P kiszamitasat is
megkonnyiti. Az vilagos, hogy az egyértelmi N E P-pel rendelkezé jatékokat
a konkav jatékok korében kell keresni.

2.22. definici6é. A G = {S1,...,Su; f1,-.., fu} jaték pontosan akkor kon-
kv, ha az S = 54,..., S, stratégiahalmazok kompaktak és konvexek, és az
fi(si,s_;) fiiggvény konkav s;-ben tetszélegesen rogzitett s_; mellett minden
1=1,...,n-re.
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Ha anal6giara akarunk tamaszkodni, akkor tekintsiik az ,egyszemélyes”
jatékot, amelyben az egyetlen dontéshozo a maxycg f(x) feladatot oldja meg
(S véges dimenzios euklideszi tér konvex, kompakt részhalmaza, f pedig
konkév S-en). Ekkor f szigort konkavitasa elégséges feltétele az egyértelmii
maximum létezésének.

Tobb jatékos esetében ennek az analégiaja, vagyis hogy minden jatékos
kifizetsfiiggvénye a sajat valtozojaban szigortian konkév, mar nem elégséges,
mint azt a kovetkezé példa mutatja.

2.23. példa. Tekintsiik azt a szimmetrikus Cournot-duopoliumot, amely-
ben a jatékosok stratégiahalmaza a [0, 1] intervallum, a koltségfiiggvény c :
0,1] = R, ¢(z) = 3, az inverz keresleti fiiggvény pedig p : [0,2] — R:

p(y):{é—%y, ha 0 <y <3
=Y, kiilonben
A proﬁtfﬁggvények: fl . [0, 1]2 — R, fi(l'l, Z'Q) = Z'Zp(l’l +£C2)—%l'i, 1€ {1, 2}
Elemi szamolassal lehet igazolni, hogy f; szigorian konkav fiiggvénye x;-
nek (7 € {1,2}) a [0, 1] intervallumon.
Ugyancsak egyszert megmutatni (2.10] feladat), hogy az X* = {(21, z2)|
% < x < 1,% < zo < 1,z + 29 = g} halmaz minden eleme NFEP-je a
Cournot-duopodlium jatéknak.

Tovabbi (vagy mas) feltételek kellenek az egyértelmiiséghez.

2.24. tétel. Legyen G = {S1,...,Su; f1,--., fu} konkdv jdték, és tegyiik fel,
hogy a B legjobbuvdlasz-leképezés eqyértéki. Ha a B fiigguény kontrakcio,
akkor a G-nek csak eqy egyensilypontja van.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy s és t két kiilonb6z6 egyensilypont.
B kontrakcid, igy van olyan d tavolsagfiiggvény és 0 < A < 1 valés szam,

hogy

d(B(s), B(t)) <Ad(s,t). (2.3)

s és t a B leképezés fixpontjai, tehat s = B(s), t = B(t), ezért a (2.3)
egyenlGség csak ugy allhat fenn, ha s és t tavolsaga nulla, vagyis ha s = t,
ami ellentmondas. [

A tételben szerepls feltételek mellett nemcsak az egyenstlypont
unicitasat tudtuk igazolni, hanem egy olyan egyszerd iteracios eljarast is
meg tudunk adni, amely barmely nem egyensiilyi pontbol az egyetlen N E P-
be konvergal. Ez az iteraci6 a jol ismert Picard-iterdcio, amely szerint egy
tetszbleges t; € S-b6l kiindulva a {t;} sorozat elemeit a {t; 1} = B(ty)
behelyettesitéssel kapjuk.
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2.25. tétel. A Picard-iteracidval kapott {ty} sorozat konvergens, és a t*
hatdrértéke az egyetlen NEP.

Bizonyitds. A {t;} sorozat konvergencidja az alabbi egyenl6tlenségekbdl ko-
vetkezik ({tx} Cauchy-sorozat); tetszéleges k-ra:

| thr = te [=] B(tr) = Btr—1) [S A [t =ty [S A [ty =t |

Legyen a {t;} sorozat hatarértéke t*. Mivel S zart (a korlatossag nem
sziikséges!), ezért t* € S. Mivel t* a {t,} sorozat hatarértéke, ezért tetszd-
leges ¢ > 0 szamhoz van olyan elég nagy ko , hogy minden k > ky esetén
| tr, —t* |< e. Ugyanakkor a kontrakcié definiciojabol kovetkeznek az alabbi
egyenlGtlenségek :

| tirs — B(t") |=| B(ty) — B(t*) |< M|ty — t* |< Ae.

A haromszog-egyenlGtlenség miatt

[ t° = B(t") [<[t7 = tppa | + | trpa — B(t") [< (A +1)e.
amibdl a t* = B(t*) kovetkezik, vagyis t* a G jaték egyetlen NEP-je. [

A Picard-iterdcid interpretacidja is vonzd: A jatékosok a tobbiek korabbi
stratégiavalasztasaira legjobb valaszokat adva gy kozelitik meg egyre jobban
az egyensulyi stratégidikat, hogy ennek az allapotnak az elérése nem szerepel
explicit céljaik kozott.

Mas jellegii feltételeket is kaphatunk az egyértelmtiségre.

Legyen G = {S1,...,Su; f1,---, fu} egy konkav jaték. Tegyiik fel, hogy
int S # (), és minden i-re az f; kifizet6fiiggvények kétszer folytonosan diffe-
renciadlhatoak az int S-en, sajat valtozojukban szigortan konkéavak, valamint
barmely s € S-re B(s) € int S. Jelolje J(s) a g(s) vektor-vektor fiiggvény
Jacobi-matrixat, ahol

fi(s)
g(s) = :
fu(s)
a kifizet6fiiggvények gradienseinek egymas ald frasaval Osszeéllitott vektor.
A kifizet6fiiggvények gradiensein most a sajat valtozok szerinti parcialis de-
rivaltakbol Gsszeallitott vektort értjiik.

2.26. tétel. Legyen G = {S1,...,Sn; f1,---, [n} egy konkdv jditék. Ha a
J(s) + JX(s) mdtriz negativ definit minden s-re, akkor G-nek pontosan egy
eqyensilypontia van.
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Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy s és t° is egy NEP és s° # t°. A
feltételekbdl kovetkezik, hogy g(so) = g(to) =0. Ag:int S — R" leképezés
kielégiti a Gale-Nikaido—tétel (lasd a [Cl fiiggeléket) feltételeit, ezért a tétel
értelmében invertalhato, tehat a O pont inverzképe nem &llhat két kiilonbo6z6
pontbol, igy s = t°. O

A tétel akkor is érvényben marad, ha azt az erGs feltételt, hogy a
B leképezés legyen egyértékt, elhagyjuk és helyette feltessziik, hogy a straté-
gia halmazok véges szamu, folytonosan differencialhaté fiiggvénnyel definialt
egyenlGtlenséggel vannak megadva (ebben a formaban a tétel [Rosen (1965)]-
t6l szarmazik).

2.27. példa (Oligopolium). A duopdlium természetes altalanositasa az oli-
gopolium. Oligopdliumrol akkor beszéliink, ha a piacon jelenlévs vallalatok
szama nagyobb, mint egy, de olyan kicsi, hogy nem lehet elhanyagolni az
egyes szereplGk dontései kozotti kolecsonhatasokat. Vegyiik a legegyszeriibb
esetet, amikor a piacon n egyforma véallalat tevékenykedik, pozitiv egység-
koltségiik egyarant c, kapacitaskorlatjuk k& > 0. A piac keresleti fiiggvénye
linearis: @ = Zj ¢; = Q(p) = a — bp, ahol a,b > 0, és feltessziik, hogy
0 <a—bec<(n+1)k, azaz a p = ¢ minimumarhoz tartozo kereslet nem ne-
gativ és ezt a keresletet (n+1) vallalat képes kielégiteni, ha teljes kapacitason
termel.

Vezessiik be az a = § és a 3 = % jeloléseket. Ekkor az ¢ vallalat profitja:

filar, - @n) = @il = B377_, ¢5) — cqi. Létjuk, hogy rogzitett q_,-re, az
fi(qi, q—;) konkév kvadratikus fiiggvény. Tegyiik fel most atmenetileg, hogy
nincsenek kapacitaskorlatok. Irjuk fel a NEP elsérendi feltételeit:

04—26%—52(1]-—0:0, i=1,...,n.
J#i

Ennek az egyenletrendszernek az egyetlen megoldasa: ¢; = ‘;jrbf, 1=1,...,n.

Feltételeink miatt 0 < ¢; < k, i = 1,...,n, igy ez az egyetlen NEP. Ekkor

az ipardg egyenstlyi osszkibocsatasa: @ = "(T(L:fc), az egyensulyi ar pedig
p = (antﬁb)‘; Lathatjuk, hogy a versenyzé vallalatok szaméanak novekedésével

a kinalat ng, az ar pedig csokken. A két végletet specidlis esetként kapjuk:
az n = 1 behelyettesitéssel a py, = %If’c monopolarat és a Q) = %m 0ssz-
termelést, mig az n — oo hatarérték képzéssel a po = ¢ versenyzGi arat és
a Qc = a — be Ossztermelést kapjuk. A példéaban targyalt Cournot-
duopoliumra vonatkoz6 eredményeket az n = 2 behelyettesitéssel kapjuk.
Erdemes megjegyezni, hogy a monopol sszkibocsatas a versenyzéi egyensi-

lyi 6sszkibocsatasnak pont a fele.
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Konnyen lathato, hogy a fentiekben definialt oligopolium jaték kielégiti a

2.26] tétel feltételeit (lasd a feladatot).

2.5. A Nash-egyensuly axiomatikus jellemzésef

A NEP fogalma, mint a stabilitas jatékelméleti megtestesiilése nagyon vonzo
és a jatékelmeélet sarokkovét jelenti. Mint nagyon fontos fogalmat érdemes
més szemszOgbdl is megkdzeliteni. Maga Nash mutatott példat arra, hogy
ha egy fogalmat axiomatikusan is megalapozunk, akkor még szilardabban all
a laban, és még olyan tulajdonsagait is fel tudjuk fedezni, amelyek egyéb-
ként rejtve maradnak. A kovetkezdben a [Peleg és Tijs (1996)|-t6l szarmazo
axiomatizalast ismertetjiik.

Egy kicsit mas jelolést alkalmazva tekintsiink a G = {N, (S;)ien, (fi)ien}
jatékot normal formaban, ahol N a jatékosok véges halmaza, S; az ¢ jatékos
stratégiahalmaza, és f; : x;enS; — R a kifizetdfiiggvénye ¢« € N. Legyen
T C N, T # () és vezessiik be a ST = x;erS; jelolést. Legyen tovabba I'
a jatékok (normél formaban) egy halmaza. Nevezziik a ¢ : I' — 2\ {0}
fiiggvényt megoldasfiiggvénynek a I' halmazon, ha minden G € I' jatékhoz
az S = SV stratégiaprofilok egy nem iires (G) részhalmazét rendeli.

2.28. definici6. A ¢ megoldésfiiggvény kielégiti az eqyszemélyes racionalitds
(one person rationality: OPR) kiévetelményét, ha minden G = {{i}, S;, fi},
G € I egyszemélyes jatékra fennall a kovetkezo:

o(G) ={x; € Si | fi(w;) > fi(y;) minden y; € Sj-re}.

Az OPR alapvets kovetelmény a dontéselméletben és a jatékelméletben:
minden jatékos maximalizalja a sajat hasznossagfiiggvényét (racionalitas).

2.29. definicid. Legyen x € S egy stratégiaprofil. A Gxr = {T, (Si)ier, (f))
ierT} jatékot a G jaték T-re és x-re vonatkozé redukdlt jatékanak (reduced
game) nevezziik, ahol fX(y?) = fi(y*,x™\7) minden y” € ST-re és i € T-re.

Gx 1 az a jaték, amelyet T jatékosal jatszanak, miutan megtudjék, hogy N\T
jatékosai az x;, i € N \ T stratégidkat valasztottak és elhagytak a G jatékot.

2.30. definicié. A jatékok egy I' osztalyat zdrtnak neveziink, ha (G € T,
TCN, T#0,ésx€8) = Gxr €T, vagyis T olyan, hogy tartalmazza
minden jatékanak redukalt jatékait.

2.31. definici6é. Legyen I' a jatékok egy zart osztalya és ¢ egy megoldés-
fiiggvény a I' halmazon. A ¢ megoldasfiiggvény konzisztens (CONS), ha
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(Gel, TCN, T#0D ésx € ¢o(@) = x'' € p(Gxr), ahol (x az
x = xV-nek csak azokat a komponenseit tartalmazza, amelyek a T-ben 16v6
jatékosokhoz tartoznak).

A CONS azt jelenti, hogy ha a T -ben 1év4 jatékosok tudjak, hogy az
N\T jatékosai az xn\ 1 stratégiaprofilt valasztottak és elhagytdk a G jatékot,
akkor nem kell megvaltoztatni a G -ben hasznalt stratégidikat, amikor a Gx
redukalt jatékot jatsszak.

Legyen I' a jatékok egy zart osztalya és ¢ egy megoldastiiggvény I'-n. Ha
G = {N,(Si)ien, (fi)ien} € T és |N| > 2, akkor definialjuk a ¢(G) halmazt
a kovetkez&képpen:

?(G) ={x € S| x" € p(Gxr) minden T C N,T # 0, T # N-re}

2.32. definici6. Egy a I halmazon definialt ¢ megoldasfiiggvény kielégiti
a forditott konzisztencia (converse consistency: COCONS) kovetelményét,
ha minden legalabb két jatékossal rendelkezs G € T' jaték esetében ¢(G) C

e(G).

Erdemes megjegyezni, hogy a CONS tulajdonképpen az a kivetelmény,
hogy a forditott tartalmazas, vagyis a ¢(G) C @(G) teljesiiljon minden
G € T-re. COCONS azt jelenti, hogy kevesebb személyes redukalt jaté-
kok megoldasait konzisztens modon ,0sszeillesztve” megkaphatjuk a jaték
megoldasat.

Ha I' egy olyan jatékosztéaly (példaul a véges jatékok kevert bévitései,
amely jatékosztaly zart, hiszen minden véges jaték kevert bévitéséhez tartozo
redukalt jaték is egy véges jaték kevert bovitése), amelyben minden jatéknak
van legaldbb egy N EP-je, akkor jeloljik N E-vel azt a megoldasfiiggvényt,
amely minden jatékhoz hozzarendeli a N E'P-ek halmazat.

2.33. Allitas. Ha I' eqy tetszdleges, zdrt jdatékosztaly, akkor NE kielégiti az
OPR, CONS, és COCONS kévetelményeket I'-dn.

Bizonyitds. A bizonyitast gyakorlasképpen az olvasora bizzuk (2.11] feladat).
]

2.34. allitas. Legyen ¢ a I' zdrt fiigguényosztalyon definidlt megolddsfiigg-
vény. Ha ¢ kielégiti az OPR és CONS kovetelményeket, akkor ¢(G) C
NE(G) minden G € I'-ra.

Bizonyitds. Legyen G = {N,(S;)ien, (fi)ien} € T és x € ¢(G). CONS
miatt, 2; € ¢(Gx, ;) minden i € N-re. OPR miatt f*(z') > f*(y") minden
y* € S; és i € N-re. Ezért
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fila®, x™ MY > £ (7, xV\M3) minden 4 € S;-re, és i € N-re
ami azt jelenti, hogy x € NE(G). O

2.35. allitas. Legyen ¢ a T zdrt jatékosztdlyon definidlt megolddsfigguény.
Ha ¢ kielégiti az OPR és COCON S kévetelményeket, akkor NE(G) C ¢(G)
minden G € I'-ra.

Bizonyitds. A bizonyitas a jatékosok szaméara vonatkozo teljes indukcidval
megy.

Legyen G € I egy egyszemélyes jaték. Ekkor NE(G) C ¢(G) az OPR
miatt. Tegyiik most fel, hogy NE(G) C ¢(G) minden G € T m-személyes
jatékra ahol m < k és k > 1. Legyen Gerl egy (k + 1)-személyes jaték.
Mivel NE kielégiti a CONS kivetelményt, ezért NE(G) C NE(G). Az
indukcios feltevés miatt N\E(é) C 3(@), tovabba a COCONS kovetelmény

~ ~ ~

kovetkeztében ¢(G) C ¢(G), amelyb6l NE(G) C ¢(G) kévetkezik. O

2.36. kovetkezmény. Ha eqy o ' zdart jatékosztilyon definidlt ¢ megoldds-
fiigguény kielégiti az OPR, CONS, és COCONS kévetelményeket, akkor
p=NE.

Bizonyitds. A2.33],[2.34], [2.35] allitasok kozvetlen kdvetkezménye. O

Az OPR, CONS és COCONS kovetelmények tehat egyértelmiien meg-
hatarozza a Nash-megoldasfiiggvényt. Nem nehéz bebizonyitani, hogy ezek a
kovetelmények fiiggetlenek, vagyis ha barmelyiket elhagyjuk, akkor a masik
kettGt nem csak az NE megoldasfiiggvény elégiti ki (lasd a[2.12] feladatot).

2.6. Feladatok

2.1. feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy jaték rendelkezik a felcserélhetGsé-
gi tulajdonsiggal definicio), akkor tetszéleges k € N darab N E P-jébol
kikevert stratégiaprofil is NEP.

2.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden antagonisztikus jaték rendelkezik
a felcserélhetségi tulajdonséggal.

2.3. feladat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges G = {S1,...,Su; f1,.. -, fu}
jaték esetén, ha ¢; : R — R szigoriian monoton nov6 minden ¢ = 1, ..., n-re,
akkor a H = {Sy,..., Sp;p10 f1,...,pn 0 fu} jaték stratégiailag ekvivalens
G-vel (a o szimbolum az Gsszetett fliggvény képzését jeloli).
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2.4. feladat. Adjunk példat olyan véges jatékra, aminek van olyan stratégia-
profilja, amely talélte a szigoriian dominalt stratégiak iterativ kikiiszobolését,
de nem NEP.

2.5. feladat. Adjunk példat olyan jatékra, ami antagonisztikus, de nem
zérusosszegii.

2.6. feladat. Mutassuk meg, hogy a [2.6] definicioban hasznalt ~ binaris
relaci6 reflexiv, szimmetrikus, de nem tranzitiv.

2.7. feladat. Adjunk példat olyan jatékra, aminek t6bb maximalis Nash-
halmaza is van.

2.8. feladat. Mutassuk meg, hogy az s* € S stratégiaprofil pontosan akkor
N EP-je a GG jatéknak, ha s* fixpontja a B legjobbvélasz-leképezésnek, vagyis
ha s* € B(s*).

2.9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a B; legjobbvalasz-leképezés egyérté-
ki, f; folytonos, és S; kompakt, akkor B; az s_; paramétervektor folytonos
fiiggvénye.

2.10. feladat. Mutassuk meg, hogy a w példaban X* = {(z1,20)]5 <
< 1,% <z < 1l,z1+ 29 = %} halmaz minden eleme N E P-je a Cournot-
duopolium jatéknak.

2.11. feladat. | Bizonyitsuk be, hogy ha I' egy tetszGleges, zart jatékosztély,
akkor NE kielégiti az OPR, CONS, és COCON S kovetelményeket I'-an.

2.12. feladat. 7 Adjunk példakat arra, hogy ha a [2.36, kovetkezményben
az OPR, CONS, é&s COCON S kovetelmények egyikét elhagyjuk, akkor ¢ #
NE.

2.13. feladat. Mutassuk meg, hogy az Ermepdrositds jaték kevert bévitése-

ben (2.11} példa) az ((3,3), (5,3)) stratégiaprofil NEP.

2.14. feladat. Lassuk be, hogy a[2.16| tétel bizonyitasaban B(s) # () minden
s € S-re.

2.15. feladat. Mutassuk meg, hogy a [2.23] példaban f; szigorian konkav
ie{1,2).

2.16. feladat. Mutassuk meg, hogy a[2.27] példaban definialt oligopoljaték
kielégiti a [2.26] tétel feltételeit.
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2.17. feladat (Telephely-valasztas |[Hotelling (1929)]). Tegyiik fel, hogy a
0, 1] intervallum egy strandszakaszt reprezentél és ezen a szakaszon a stran-
dolok egyenletesen oszlanak el. A strandon két fagylaltos kinalja azonos aron,
azonos mingségi artjat. Minden strandolé ahhoz a fagylaltoshoz megy, aki
kozelebb van hozza. Ha a tavolsag azonos akkor pénzfeldobassal valaszt. A
fagylaltosok a forgalmukat akarjak maximalizalni. A fagylaltosok egymastol
fiiggetleniil valasztanak egy helyet a strandon, ahol felallitjak bodéjukat.

1. Hol helyezkednek el a fagylaltosok a Nash-egyensilyban?

2. Hova kellene a két fagylaltost elhelyezni, ha a fogyaszto altal megteendd
atlagos tavolsagot szeretnénk minimalizalni?

3. Van-e Nash-egyenstly, ha harom fagylaltos van?

2.18. feladat. Kvadratikus inverz keresleti fiiggvény (p = max{l — (¢; +
q2)%,0) és azonosan nulla koltségfiiggvényt vallalatok esetében hatarozzuk
meg a Cournot-duopdlium egyensilyi termelését és profitjat.

2.19. feladat. Legyen G = {S1, Ss; f1, f2} egy kétszemélyes jaték, ahol S; =
[—10,0], Sy = [=3,0], fi(s1,82) = asy +bs1so —cs7, fa(s1,52) = dsy +es189 —
gs3, s1 € S1, s € Sy, ahol a,b,c,d, e, g € R nem zérus paraméterek. Adjunk
a paramétereknek olyan értékeket, hogy

1. G-nek tobb N EP-je legyen.
2. G kielégitse a tétel feltételeit.
3. G kielégitse a tétel feltételeit.

4. G-nek egyetlen N EP-je legyen, de ne elégitse ki sem a [2.24] tétel, sem
a 226 tétel feltételeit.

2.20. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a tételbdl kovetkezik a Brouwer-
fixponttétel.

Jo tandcs: Ha g : K — K folytonos leképezés a K C R"™ konvex, kompakt
halmazon, akkor definidljunk egy G = { K, K; f1, fo} jatékot, ahol fi(x,y) =
— | x—gly) |¢s fa(x,y) = — | x—y |, x,y € K, majd vizsgaljuk a G
N E P-jeit.

2.21. feladat. Legyen G = {S1,...,S,; fi.. fa} egy normal formaban adott
jaték és S = Syx,..., xS, a stratégiaprofilok halmaza. Definidljunk egy
H: S xS — R aggregator” fliggvényt a kdvetkezs képpen:
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H(x,y) = Zfi(xlv X1, Yiy Xit s -+ Xn)
i=1

Bizonyitsuk be, hogy x* € S akkor és csak akkor NEP-je a G jatéknak, ha
a

H(x"y) <H(x*,x")
egyenlGtlenség minden y € S -re fennéll.

2.22. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a példaban (Bertrand-duopolium)
a jatékosok kifizetofiiggvényei nem feliilrsl félig folytonosak a stratégiaprofi-
lok S halmazén.

2.23. feladat. Mutassuk meg, hogy a[2.23] példaban (Cournot-duop6lium)
az f; szigorian konkav fiiggvénye z;-nek a masik valtozo rogzitése mellett a
[0, 1] intervallumon.
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3. fejezet

Jatékok extenziv formaban

3.1. Informacid és emlékezet

Mindenki ismeri a sakkjatékot. Els6 latasra, még elvben is, elég nehéz ezt
a jatékot normél formaban megadni. Még az sem vildgos igazan, hogy mit
is értsiink stratégian ebben az esetben. Az biztos, hogy nem sokra megyiink
a sakkozok fogalmainak hasznalatéval, akik a jaték megnyitasi szakaszaban
a figurdk olyan mozgatasat értik ezen, amely az adott jatékos szaméara ,igé-
retes” kozépjatékot és/vagy végjatékot valoszinisit. Ennél precizebbnek kell
lenniink. Prébaljuk meg a jatékot mintegy lépésrol lépésre haladva leirni, fi-
gyelembe véve a sakkjaték szabélyait. Ezek a szabalyok nem teszik lehetévé,
hogy egy jatszma végtelen hosszi legyen és természetesen minden pozicioban
véges szamu 1épésbdl lehet csak valasztani.

A jatéknak van egy ,dinamikaja’”: a kezdd lépéstél vagy az egyik jatékos
gyGzelméig, vagy dontetlenig halad elére. Az ilyen jatékok leirdsara, ame-
lyeket extenziv formdban adott jitékoknak neveziink (egyel6re ez nem elég
pontos definicio!) a legmegfelel6bb matematikai eszkoz egy irdnyitott, gyd-
kérrel rendelkezd véges fa. Ez egy olyan graf, amely Osszefiiggd, krmentes és
pontosan egy olyan kitiintetett csticsa van (a gyokér), amelybe nem érkezik
be iranyitott él. A jatékelméletben szokas a csucsokat pontoknak nevezni,
igy jarunk el mi is. Azokat a pontokat, amelyekbél nem vezet ki él, vég-
pontoknak (levél) nevezziik. A fa azon pontjait, amelyek nem végpontok
diontési pontoknak hivjuk.

A fa (a tovabbiakban jdtékfa) minden pontjahoz, a végpontok kivételével,
hozzarendeliink egy jatékost, aki az adott pontbdl kiindul6 élekbél valaszt
egyet, és a jaték ezen él mentén halad tovabb egy tjabb pontba, vagy véget
ér, ha egy végpontba jutottunk el. A gyokérbdl egy végpontba vezetd pon-
tok és élek halmazat a grafelméletben tnak, a jatékelméletben jdtszmdnak

39
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nevezziik.

A sakkjatékban a gyokérhez Vildgos van hozzérendelve és innen 20 irany-
ba indulhat el (20 él indul ki a gyokérbdl). Mindegyik él végén 1évs ponthoz
Sétét van hozzarendelve (Sdtét 1ép) és szintén 20 lehetGsége van. A sakkja-
tékot abrazold faban két 1épés utan mar 421 pont és 420 él van. A sakkjaték
fajat csak elvben tudjuk felrajzolni a fa oridsi mérete miatt. Ezért célszert
az extenziv formaban adott jatékok szemléltetésére egyszeriibb példakat (is)
hasznéalni.

3.1. példa (Aruhazlanc jaték). Egy varos kiskereskedelmét egy nagy druhaz
(N) uralja. Egy vallalkozo (B) szeretne erre a piacra belépni és egy konkurens
aruhazat nyitni. Ha B belép a piacra, akkor NV kétféleképpen reagalhat: vagy
arhaborut indit (h), vagy belenyugszik az j helyzetbe (b). A jatékot a
abran lathato jatékfaval adhatjuk meg. El6bb B 1ép és dont, hogy belép-e a
piacra (1), vagy kiviil marad (m). Ha belépett, akkor N dont, hogy harcol,
vagy belenyugszik az Gj helyzetbe.

3.1. abra. Aruhéazlanc jaték

Megfigyelhetjiik, hogy mind a sakkjatékban, mind az Aruhdzdnc jaték-
ban az egyes lépések jol definialt egymasra kovetkezése, és amiatt, mert a
,mult” (korabbi lépések) mindenki szamara megfigyelhetd, a jatékosok tiké-
letesen informdltak. Ezen azt értjiik, hogy minden jatékos ismeri a jatékot
leir fat, mindig tudja, hogy a jaték éppen hol (melyik pontjan a fanak) tart,
és emlékszik arra, hogy melyik 6svény mentén jutott oda. Nem mindig van
azonban ez igy. Nézziik a kovetkezs példat:

3.2. példa (Egyszertsitett snobli). Két jatékos mindegyike 0 vagy 1 pénz-
érmét tesz a kezébe gy, hogy ezt a mésik nem latja. Ezutédn az 1. jatékos
megtippeli, hogy a két kézben Osszesen hany érme van. Uténa a 2. jatékos
tippel, de nem mondhatja ugyanazt, mint az 1. jatékos. A helyzet tovabbi
egyszertisitése céljabol feltessziik, hogy a bloffolés nem megengedett, vagyis
pl. senki sem tippelhet 0-at, mikdzben az 6 kezében 1 van.
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Ezt a jatékot nem tudjuk dgy abrazolni, mint pl. a sakkot, mert a jateé-
kosoknak nincs informaciojuk arrél, hogy a masik héany érmét tett a kezébe,
és igy nem tudjik pontosan, hogy éppen merre jarnak a jatékfiban. Ilyen
jatékok esetében segit az informdcids halmaz fogalméanak bevezetése.

3.3. definici6. Jeldljiik U;-vel a jatékfa azon pontjainak halmazat, amelyek-
ben az i jatékos lép. Az U; egy U! részhalmazat az i jatékos egy informacios
halmazéanak nevezziik, ha

1. U} minden pontjabol ugyanannyi él indul ki, és az élek ugyanazokhoz
a jatékosokhoz tartozo pontok felé iranyulnak,

2. barmely utnak legfeljebb egy kozos pontja van Uf-vel (nem megengedett
pl., hogy U} két pontja éllel legyen 6sszekdtve).

3. az U! halmazok az U; egy particiojat adjak.

Vegyiik észre, hogy az informéciés halmazok struktiuraja nem kovetkezik a
jaték fajanak szerkezetébdl, tehat az informécios halmazok a jaték leirasdhoz
tartoznak, nem pedig abbdl vezethetéek le.

Az informéciés halmazok definicioja mogotti intuicié a kovetkezd: az i
jatékos tudja, hogy az U} valamelyik pontjaban van a jaték, neki kell lépnie
(vélasztani az U} pontjaibol kiindulé azonos szami él koziil) anélkiil, hogy
tudna, hogy az U! melyik pontjaban van. Ehhez még arra is sziikség van,
hogy minden U} informéacios halmazhoz hozzérendeljiink egy V' indexhal-
mazt, amely azoknak a jatékosoknak az indexeit tartalmazza (egyes jatéko-
sok tObbszor is szerepelhetnek), akik U pontjaibdl egy éllel elérhetGek. Ezek
szerint egy informécios halmaz minden pontjabol ugyanazok a jatékosok (Vi
elemei) érhetGek el. Ha nem igy lenne, akkor az adott informéacios halmaz-
hoz tartozo jatékos esetleg kiilonbséget tudna tenni az informéciés halmaz
pontjai k6zott, amit persze nem engedhetiink meg.

Visszatérve a[3.2] példara, a jatékot az informacios halmazok segitségével
abrazolni tudjuk egy jatékfaval, amint azt a[3.2] abran latni lehet.

Az informacios halmazok kivaloan alkalmasak azoknak a helyzeteknek a
leirdsara, amikor a jatékosoknak idénként egyidejtleg kell 1épniiik. Ekkor
onkényesen valaszthatunk valamilyen lépéssorrendet, csak arra kell vigyazni,
hogy az informéciés halmazok pontosan fejezzék ki azt, hogy a jatékosok nem
tudhatnak egyes mas jatékosok valasztasarol. Az egyideji” 1épést egyébként
sem ugy kell érteni, hogy mindenki ugyanabban a mésodperchen 1ép.

3.4. példa. Abrazoljuk az Ermepdrositds jatékot extenziv formaban. On-
kényesen valasztva, hogy el6szor az 1. jatékos lépjen, majd a 2. jatékos, a
jatékfa a[3.3] dbran lathato (F: fej,l: iras).
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1. jdtékos érme kézbe
0/\ 1
C/( w 2. jatékos érme kézbe

1. jdtékos tippel

2. jdtékos tippel

3.2. abra. Egyszertisitett snobli

1. jdtékos
F/\ I

Q( w 2. jdtékos
AUVA

3.3. abra. Ermeparositas

Ha a jatékban minden informacios halmaz egyetlen pontbdl all, akkor azt
tokéletes informdcids jatéknak hivjuk. Azokat a jatékokat, ahol legalabb egy
informacios halmaznak legalabb két pontja van, nem tiékéletes (imperfect)
informdcids jatékoknak nevezziik.

Mind a két példankban (3.2] és[3.4 példa) az informacios halmazok
osszhangban voltak a jatékosok korabbi lépéseivel. A [3.2] példaban az 1.
jatékos tudja, hogy a két informécids halmazanak melyikében van, hiszen
emlékszik arra, hogy elsére 0-at vagy l-et valasztott, csak azt nem tudja,
hogy a 2. jatékos mit lépett kordbban. Nem ez a helyzet azonban a kdvetkezd
jatékban.

3.5. példa. A 3.4l Aabran lathato jatékban az 1. jatékos kétszer lép és
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mindkétszer J(obb) és B(al) koziil valaszt, a 2. jatékos egyszer valaszt J és
B kozil. Az egyetlen informéciés halmazban az 1. jatékos nem tudja, hogy
melyik pontban van a jaték, hiszen ,elfelejtette”, hogy elsére J-t vagy B-t
lépett.

1. jatékos

2. jatékos

1. jatékos

3.4. dbra. A 3.5 példa jatékfaja

Azokat a jatékokat, amelyekben az informaciés halmazok 6sszhangban
vannak azzal a feltételezéssel, hogy minden jatékos emlékszik korabbi lépése-
ire, tokéletes emlékezetd (perfect recall) jatékoknak nevezziik. Ha ez a feltétel
nem teljesiil, akkor nem tokéletes emlékezetd (imperfect recall) jatékokrol be-
széliink.

A kartyajatékok is tokéletes példanak latszanak az extenziv formaban
adott jatékokra. A kiilonbség a sakktol az, hogy idénként a véletlen, nem pe-
dig a jatékosok dontik el, hogy merre haladjon a jaték tovabb a fan. A kartyak
keverése és osztasa jo példa erre. Célszerd tehat egy kiilonleges statusi ja-
tékost csatolni a jatékosok halmazahoz, amelyet egyszertien Véletlennek (1)
hivunk. V annyiban kiilénbozik a tobbi jatékostol, hogy minden informacios
halmaza egyetlen pontbdl all, és ezekben a pontokban egy adott, és min-
den jatékos altal ismert valoszintiségeloszlas szerint véletlenszertien valaszt
élt. Feltessziik, hogy ha tobb pontban is V' hatarozza meg a tovabbhaladast,
akkor a ,sorsolasok” (a tovabbhaladasi élek adott eloszlas szerinti véletlen
kivalasztasa) egymastol fiiggetlenek.

3.6. példa. Az Aruhdzldnc jatékban (3.11 példa) N masképpen értékeli a
B belépése utéani helyzetet, ha konjunktara (k) varhat6 és masképpen, ha
dekonjunktira (d). Ez a két esemény 1 illetve 2 valoszintiséggel kivetkezik
be. N-nek a dontést akkor kell meghoznia, amikor még nem tudja, hogy
k vagy d fog-e bekovetkezni. A jatékfa ekkor a V'(életlen), mint szerepld
megjelenése utan a (3.5} abran lathato.
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3.5. abra. Aruhazlanc jatek I1.

Az extenziv formaban adott jatékok leirdsahoz nemcsak az egyes lehet-
séges lépéseket abrazolo fa tartozik hozza, hanem a jatékosok cselekedeteit
értékels és motivald értékels fiiggvény is, amely a jaték minden végpont-
jahoz és minden jatékoshoz hozzarendel egy hasznossagi szintet (ezt itt is
kifizetésnek fogjuk hivni). A jatékfat, az informéacios halmazokat, a Véletlen
valoszintiségeloszlasait, valamint a jatékfa végpontjaihoz tartozo kifizetéseket
egyiitt nevezziik a jdték extenziv formdjénak.

Miutén, remélhetSleg, jol megértettiik, hogy milyen is egy jaték exten-
ziv formaban, az eddigi jel6lések felhasznalasaval mintegy Osszegzésképpen
megadjuk a pontos matematikai definiciot.

3.7. definicié. Egy G extenziv formaban adott jaték a kovetkezd elemekbdl
all:

1. N ={0,1,...,n} a jatékoshalmaz, amelyben a 0 index a Véletlen ja-
tékost jeloli,

2. r jeloli a T jatékfa gyokerét,

3. Uy, Uy,...,U, aT dontési pontjainak egy particidéja. Az Uy pontokban
a Véletlen dont, az U; pontjaiban pedig az ¢ jatékos, i € N,

4. az Uy minden pontjahoz adott az illeté pontbol kiinduld éleken értel-
mezett valoszintiségeloszlas,

5. minden 7 € N-re adott az U; halmaz egy U}, ..., Uik" particidja, amely-
nek elemeit informacios halmazoknak nevezziik és amelyek minden j =
1,..., k;-re kielégitik a kovetkezd feltételeket:
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(a) barmely U/ informéacios halmaz minden pontjabél ugyanannyi él
indul ki és az élek ugyanazokhoz a jatékosokhoz tartozoé pontok
felé irdnyulnak,

(b) a gyokérbdl kiinduldé minden t minden informécios halmazt leg-
feljebb egyszer érint,

6. a T fa minden ¢ végpontjahoz tartozik egy f(¢) vektor, amelynek kom-
ponensei a jatékosok kifizetései a ¢ végpontban.

3.2. Extenziv és normal forma

Eddig az extenziv formdban adott jatékok leirdsaig jutottunk el, ez azonban
nem elég egy normativ elmélethez. Ehhez definidlnunk kell a jatékosok stra-
tégiait és kifizetotiiggvényeit, mas széval meg kell teremteniink az dtmenetet
az extenziv és a normal forma kozott. Az i jatékos egy s; stratégidja nem
més, mint egy teljes magatartasterv, amely az ¢ jatékos barmely informécios
halmazdban megmondja, hogy merre 1épjen az ¢ jatékos abban az esetben,
ha a jaték eljut ahhoz az informaciés halmazhoz. Az s; tehédt egy fiiggvény,
amely az informacios halmazok U, {U}} uni6janak halmazan van értelmezve.
Ha az i jatékos eldontotte a jaték kezdete el6tt, hogy az s; stratégiat fogja
alkalmazni, akkor egy jatszma lejatszasa sordn a személyes részvételére nincs
is sziikség, egy gép, vagy egy iligynok végre tudja hajtani az s; utasitasait.
Az Osszes stratégidk S; halmazat az ¢ jatékos stratégiahalmazanak nevezziik.
Ha az i jatékos az s; (i = 1,...,n) stratégiat valasztotta az n-személyes ex-
tenziv formaban adott jatékban, akkor az s = (s1,. .., s,) stratégiaprofil egy-
értelmiien meghatarozza a jaték fajanak egy végpontjat, ha a Véletlen nem
szerepel a jaték leirasdban. Ha a Véletlen is szerepel, akkor a fa mindegyik
végpontjdhoz tartozik egy elérési valoszintiség, amit agy szamitunk ki, hogy
a gyokeret a végponttal Osszekotd Ut éleinek valdszintiségeit Osszeszorozzuk
(feltettiik, hogy a Véletlen .sorsolasai” fiiggetlenek). Természetesen azokhoz
a végpontokhoz, amelyekhez az s stratégiaprofil sohasem vezet el, 0 eléré-
si valoszintiség tartozik, és az elérési valoszintségek a végpontok halmazan
egy valoszintségeloszlast adnak. Mivel a jaték leirdsdban minden végponthoz
(jatszmahoz) tartozik egy n-elemi kifizetésvektor (a jatékosok kifizetései) és
egy elérési valoszintség, igy az ¢ jatékos s stratégiaprofilhoz tartozé kifize-
tését ugy definidljuk, mint a kifizetéseknek az elérési valosziniségekkel vett
varhato értékét:

1i(5) = 3 puoi.
k
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ahol v} a k végpontban az i jatékos kifizetése, py, pedig a k végpont elérési
valoszintsége. Ily moédon az extenziv forméhoz egyértelmiien hozzarendelhe-
tiink egy G = {S1,...,5; f1,- .-, fn} normél format.

Az extenziv formabol a normal formaba valé atmenetet az Aruhdzldne

jatékon példa) szemléltetjiik.

3.8. példa (Aruhazlanc jaték IT1.). Neézziik még egyszer a . példaban
szerepld jatékot (lasd a[3.6] abrat), most mar a hasznossagokat reprezentalo
kifizetésekkel (az els6 szam N, a méasodik B kifizetése). B-nek két stratégiaja
van: [ és m, N-nek is kettG: h és b. Az egyes stratégiaparosokhoz tartozo
elérési valoszintiségeket az 5 végpont esetében (balrol jobbra indexelve ket)
az alabbi tablazat mutatja:

Végpont lh b mh mb
1 /4 0 0 0
2 0 /4 0 0
3 3/4 0 0 0
4 0 3/4 0 0
5 0 0 1 1
Varhato kifizetések g 8 g?i ? ?

Ez a jaték bimatrix-jatékként felirva, ha N a sor- és B az oszlopjatékos,
a kifizetéseket pedig tovabbra is N, B sorrendben megadva:
B
l m
N (0,0) (5,
b | (9/4,9/4) (5

A jaték teljes normdl formdjaban egy stratégia olyan dontési pontok-
ban is utasitast ad a tovabbhaladasi iranyra, amely egy korabbi valasztas
eredményeképpen létre sem johet. Igy olyan stratégiak is kiilonbozokként
szerepelnek, amelyek ugyanabba a végpontba vezetnek a tébbi jatékos rogzi-
tett stratégiavalasztasa esetén. Igy példaul a sakkjatékban, ha a Vildgos egy
stratégidja azt irja elG, hogy a kezdé 1épése e4 legyen, akkor ennek a stratégi-
anak olyan esetekre is meg kell mondania a megteendd lépést, amelyek csak
akkor allhattak volna elg, ha a kezd§ 1épése d4 lett volna. Egy takarékosabb
leirashoz jutunk az Gn. gyengén redukdlt normdl formdval. Itt egy stratégi-
anak csak azokban a dontési pontokban kell utasitast adni a tovabbhaladas
irdnyéara, amelyek a tobbi jatékos valamely stratégiavalasztasa mellett a sajat
korabbi dontések eredményeképpen létre is johetnek.

1)
1)
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2 5
2 1

6. abra. Aruhéazlanc jatek IT1.

=
SN

3 0
3 0
3.

3.9. definici6. A G extenziv forméban adott jatékban tetszéleges i jatékos
két stratégidja s; és s ekvivalensek, ha minden s_; € S_;-re (a tobbi jatékos
tetszGlegesen rogzitett stratégiaja mellett) a két stratégia ugyanabba a vég-
pontba vezeti a jatékot, ill. a Véletlen jatékost is figyelembe véve ugyanazt
az eloszlast generdlja a végpontokon.

A G jaték gyengén redukilt normal forméajat a G jaték teljes normal
formajabol tgy kapjuk meg, hogy tetszéleges i jatékos ekvivalens stratégiai
kozott nem tesziink kiilonbséget (pontosabban az ekvivalens stratégiak ekvi-
valenciaosztéalyai a stratégiak az j jatékban).

Vilagos, hogy egy stratégiaprofil igy is egyértelmtien meghatarozza a vég-
pontot, de joval kevesebb stratégiat kell csak figyelembe venniink.

3.10. példa. Tekintsiink egy kétszemélyes tokéletes informécios jatékot, a-
melyben mindkét jatékosnak minden dontési pontban két lehetésége van (J
és B). El6bb az 1. jatékos 1ép, majd a 2. jatékos és végiil ismét az 1. jatékos
(a jatékfa a abran lathato). A 2. jatékosnak mind a teljes, mind a
gyengén redukalt normal formaban 4 stratégiaja van. Az 1. jatékosnak a
teljes normal forméban 32 stratégidja van, mig a gyengén redukalt normal
formaban csak 8, hiszen ha indulaskor J-t valasztotta, azzal mar nem kell
torddnie, hogy mit tenne, ha indulaskor a B-t valasztotta volna.

A teljes normal forma el6nye, hogy a jatékos ,szellemi” képességeire sem-
milyen modon nem épit, teljesen mechanikusan alkalmazhato, igy tetszéleges
stratégia birtokaban a jatékos tudja mit csinaljon akkor is, amikor a jatékba
csak kés6bb kapcsolodik be, és addig nem a kivant stratégia szerint alakultak
a dolgok valamilyen okbol (pl. véletleniil més figurat fogott meg a sakktab-
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1. jatékos

2. jatékos

1. jatékos

3.7. abra. A [3.10l példa jatékfaja

lan, mint amit a stratégidja diktalt volna), de a teljes stratégia ebben az
esetben is megmondja, hogy mit kell csinalnia.

3.3. Nash-egyensily és részjaték tokéletesség

A normal forméra vald attérés lehetévé teszi, hogy a Nash-egyenstlypontot
(roviden egyensulypont vagy N EP) az extenziv forméban adott jatékokra is
definialni tudjuk. Egyszertien azt mondjuk, hogy egy G extenziv formaban
adott jatéknak az s stratégiaprofil egyensiilypontja, ha s egyenstilypontja
a G-bdl szarmaztatott normal formaban adott jatéknak. Vagyis az s a ja-
tékosok olyan magatartasterve, amelynek utasitdsaitol barmely jatékos, ha
egyetlen dontési pontban (informécios halmazban) is eltérne, nem jarna job-
ban (kifizetése nem novekedne), ha a tobbi jatékos nem valtoztat az egyen-
stlyi magatartastervein (stratégiain) egyetlen dontési pontban (informécios
halmazban) sem. Itt az egyensulypontok halmaza kiilonb6z6 lehet aszerint,
hogy a teljes vagy a redukalt normal formaval dolgozunk.

3.11. példa. Konnyi latni, hogy a[3.8l példaban szerepls aruhézlanc jaték-
ban (a teljes normal format tekintve) két NEP van:

1. N nem kezd arharcot (b) és B belép a piacra (1),

2. ha B belépne a piacra, akkor N harcolna (h), de B nem lép be a piacra

(m).

A 3.11] példaban szerepld két egyensulypontot nem érezziik ugyanolyan
,megey6zonek”. Osztondsen is hajlamosak vagyunk az els6t jobban elfogadni,
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mint a masodikat. Miért? Az extenziv formaban adott jatékoknak fontos az
idédimenziojuk. A 2. csak azért lehet egyensulypont, mert B-t a piacon
valo kiviilmaradasra kényszeriti az a fenyegetés, hogy N harcolni fog, ha B
belépne. Hihet6 ez a fenyegetés? Nem nagyon, mert ha egyszer B belépett,
akkor mar N-nek nem érdeke harcolni. Hogyan lehet ezt a nem életszeri
megoldést kizarni?

Egy extenziv formaban adott jaték részjdtékanak nevezziik a jatéknak
azt a részét, amely egy egyelemi informacios halmazzal kezdédik (ez lesz
a részjaték fajanak gyokere), egyebekben pedig teljesen azonos az eredeti
jatékkal. Ugy kell elképzelniink, hogy az eredeti jaték egy ideig haladt el6-
re, majd egy egyelemi informaciés halmaznal kezdddik egy 1j jaték, ami
része az eredetinek. Egy egyenstlyi magatartasterv-profilt (stratégiaprofilt)
konzekvensnek, széleskorien elfogadott terminologiaval részjaték tokéletesnek
(subgame perfect) neveziink, ha azt egy részjatékra korlatozva tovabbra is
egyensulyi stratégiaprofil marad abban a részjatékban. A példaban
az 1. egyenstlypont részjaték tokéletes, a 2. azonban nem az (a V(életlen)
jatékoshoz tartozé ponthoz, mint gyokérhez tartozo részjatékban (h, m) nem
egyensily).

Minthogy az extenziv formaban adott jatékokat vissza tudjuk vezetni
normal forméban megadott jatékokra, mindazok az egzisztenciatételek, ame-
lyeket a 2.2] alfejezetben targyaltunk tovabbra is érvényesek maradnak. Az
extenziv forma specialitdsa azonban lehet&vé teszi mas tipusi egzisztencia-
tételek bizonyitasat is. A legrégibb és mindmaig legalapvetSbb Kuhn tétele.

3.12. tétel (Kuhn). Minden (véges fdval dbrdzolhato) tokéletes informdcios
jatéknak van részjaték tokéletes egyensilypontja.

Bizonyitds. Nevezziik egy ut hosszanak a benne 1év§ élek szamat és jeloljiik
h = h(F)-el az F fa hosszat, vagyis a leghosszabb tt hosszat F-ben. A
bizonyitas a fa hosszara vonatkozo teljes indukcioval megy.

A h = 0 esetben az egy pontbol all6 fara a tétel trividlisan igaz. Tekint-
stink egy h hosszuséagu faval abrazolhato G jatékot (h > 1). Tegyiik most fel,
hogy minden legfeljebb h — 1 hossztsagu faval Abrazolhato jatéknak van rész-
jaték tokéletes egyensulypontja. Hagyjuk el G fajabol a gyokeret. Ezaltal vé-
ges szamu (G, . . ., G részjaték keletkezik, amelyeknek hossza legfeljebb h—1.
Az indukcids feltevés miatt ezek mindegyikének van legalabb egy részjaték
tokéletes egyensilypontja. Jeloljiink ezek koziil egyet-egyet (tetszélegeset)
S1,...,sk-val, a hozzatartozo kifizetésvektorokat pedig fi, ..., fi-val.

Nyugodtan feltehetjiik, hogy a G gyokeréhez az 1. jatékos van hozza-
rendelve. Konstrudljunk G-ben egy stratégiaprofilt a kévetkezGképpen: ¢ =
2,...,n jatékosok stratégiai legyenek azok a stratégiak, amelyeket s,, ..., si
hataroz meg, mivel ezeknek a jatékosoknak a G gyotkerében nem kell 1épni.
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Az ¢ = 1 jatékos stratégiaja pedig legyen a kiovetkezd §; magatartasterv: a
G4, ..., Gy részjatékokban azt kell csinalni, amit ezekben az sy, ..., s; egyen-
silyi stratégiak diktalnak, a G gyokerében pedig azt az élt kell valasztani,
amely ahhoz a részjatékhoz vezet, amelyben az 1. jatékos kifizetése a legna-
gyobb. Masképpen, vilasszuk azt az élt, amelyen elindulva olyan részjatékba
jutunk, ahol az f;, (i = 1,...,k) kifizetésvektor elsé komponense a legna-
gyobb. Az igy nyert §1,so,...,s, stratégiaprofil a G egyensilypontja. Az
indukcios feltevés miatt egyetlen jatékosnak sem érdemes a részfakban stra-
tégiat valtoztatni, az 1. jatékosnak pedig a gyokérben sem, hiszen az §;
stratégia olyan részjatékba vezeti, amelyben maximalis lesz a kifizetése. [

A bizonyitas menetébdl az is latszik, hogy az igy nyert egyensilypont
részjaték tokéletes, hiszen részjatékok egyensilypontjaibol épitettiik fel a G
egyensilypontjat.

A fenti tétel nemcsak egy egzisztenciatétel, hanem egyuttal modszert is
ad arra, hogy egy egyensulypontot meghatarozzunk. Tulajdonképpen a dina-
mikus programozas médszerét hasznaltuk, amit ebben a jatékelméleti Gssze-
fiiggésben wvisszafelé indukcionak (backward induction) neveziink.

3.13. példa. Tekintsiik a [3.8] abran lathato fat, amelynek végpontjainal a
két jatékos kifizetéseit is megadtuk. Minden egyes csticspontnal feltiintettiik
a két jatékosnak az ezzel a ponttal, mint gyokeérrel kezd6d6 részjatékban
elérhets egyensilyi kifizetéseit. Vastag vonal jelzi az egyensilyi utat, tehat
azt a jatszméat, amely akkor jon létre, ha mind a két jatékos az (egyetlen)

s

(8,5)

1. jdtékos

(8:5) 9 jstekos

(6,1) 1. jatékos

1. jatékos: 5 6 8 7 8 2 7 8
2. jitékos: 2 1 8§ 8 2 8 8 5

3.8. abra. A [3.13] példa jatékfaja

A tétel bizonyitasabol latszik, hogy ha minden jatékosnak csupa
kiilonboz6 kifizetése van a végpontokban, akkor csak egyetlen egyensilypont
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van, hiszen a maximumot adoé él kivalasztésa ebben az esetben minden don-
tési pontban egyértelmii.

Vegyiik észre, hogy a visszafelé indukci6, mint modszer az egyensily-
pont(ok) meghatéarozasara mennyire fiigg a tokéletes informécio és a koztu-
dott racionalitas feltételezésétsl. A jatékosok altal hozott maximalizalo don-
tések csak akkor alljak meg a helyiiket, ha valamennyien feltételezik, hogy a
jaték a tovabbiakban szintén ilyen maximalizalo dontések eredményeképpen
halad tovabb. Ezek a feltételezések bizonyos esetekben olyan eredményekhez
is vezethetnek, amelyek intuitiv elfogadasa elég nehéz.

3.14. példa (Szazlabu jaték). Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza. Egy
jatékvezets két pénzoszlopot helyez Anna elé, az egyikben ketts, a masikban
egy érme van. A donthet Ggy, hogy elveszi a nagyobbikat, vagy dtadja a 1épés
jogat Bélanak. Az els6 esetben véget ér a jaték, A a nagyobbik oszlopot, B a
kisebbiket kapja. A masodik esetben a jatékvezets két pénzérmét hozzatesz
a nagyobbik oszlophoz és atadja a lépés jogat B-nek, aki szintén kiszallhat
a jatékbol és elviheti a nagyobbik oszlopot, a kisebbiket A-nak hagyva. De
0 is dtadhatja a kovetkez6 lépés jogat A-nak. Ekkor a jatékvezets a kiseb-
bik oszlophoz tesz hozza két érmét és A most is vagy a nagyobb oszlopot
valasztja és azt elviszi nyereményként, vagy folytatja a jatékot a lépés jogat
atadva B-nek. A jatékvezetd pedig felvaltva hol a nagyobbik oszlophoz, hol
a kisebbikhez tesz hozza két érmét. A jaték igy folytatodik és 50 lépéspér
(100 1ab) utan véget ér azzal, hogy aki éppen soron van, elviszi a nagyobbik
pénzoszlopot, a masik pedig a kisebbet. A jatékfa a[3.9l abran lathato.

(102,101)

(2,1) (1,4) (99,102)
3.9. dbra. Szazlab jaték

A fenti jatékra alkalmazva a visszafelé indukciot, azt a meglepé eredményt
kapjuk, hogy a jaték szinte el sem kezd6dik, mert az egyetlen egyensulypont-
ban A mar az elsd 1épésben kiszall és elviszi a két érmét, B-re sor sem keriil
és meg kell elégedjék egy érmével. Ez azért megleps, mert minden lépésben



52 3. FEJEZET. JATEKOK EXTENZIV FORMABAN

kettovel ng a két jatékos Gssznyeresége, és ha elég . sokaig” jatszandk a jateé-
kot, akkor nagyobb nyereséget érhetnének el mindketten, mint az egyensulyi
stratégiaikkal. A ,bizalom hidnya” mindkét jatékost sujtja, hasonléan, mint
a Fogolydilemmdban.

3.4. Kevert és viselkedési stratégidk

Ha egy extenziv formaban adott jaték nem tokéletes informacios, akkor sem-
mi garancia nincs arra, hogy a tiszta stratégiak halmazan egyenstlypontja
legyen. Itt is lehet azonban alkalmazni egy altaldnos egzisztenciatételt
tétel), amely szerint a kevert b&vitésnek van egyensilypontja. Ha tehat fel-
irjuk a jatékot (teljes vagy redukalt lasd a feladatot) normal formaban,
akkor a kevert bévités minden stratégidja egy valoszintiségeloszlas a tiszta
stratégidk véges halmazan.

Masképpen is elképzelheté a randomizélas egy extenziv formaban adott
jatékban (lasd a definiciot). Tekintsiik az i jatékost. Rendeljiink hozza
minden informacios halmazhoz, ahol az ¢ jatékosnak kell 1épnie, egy valoszint-
ségeloszlast, amely szerint az i jatékos véletlenszertien valaszt tovabbhaladasi
irdnyt. A valasztasok az egyes informacios halmazokon egymastoél fiiggetle-
nek és a jatékosok valasztésai is fiiggetlenek egymastol. Fz tulajdonképpen
egy stratégia, magatartasterv, amely azonban csak egy valdszintiségeloszlas
erejéig ad utasitast az egyes informacios halmazoknal arra, hogy merre halad-
jon tovabb a jaték. Egy ilyen stratégiat viselkedési (behavioral) stratégianak
neveziink, megkiilonboztetés végett a tiszta stratégidkon képzett kevert (mi-
xed) stratégiatol.

A viselkedési stratégidk sokkal ,életszertibbek”, mint a kevert stratégi-
ak. A randomizaldshoz nem kell elvégezni a legtobbszor oriasi, praktikusan
sokszor lehetetlen Atmenetet az extenziv formabol a normél formaba. A visel-
kedési stratégidk sokkal kozelebb allnak ahhoz a véletlenszerd tovabbhaladés
valasztashoz, ahogyan valodi jatékosok (pl. a sakkozok) ,keverik” valasztasi
lehetGségeiket.

Mi a viszony a kevert és a viselkedési stratégiak kozott? Teljes ekvivalen-
ciat a kettd kozott nem varhatunk, hiszen az i jatékos viselkedési stratégiéi-
nak B; halmaza ) .(c;j — 1) dimenzi6s, mig a kevert stratégiak K; halmaza
IL;c;; — 1 dimenzids, ahol ¢;; az ¢ jatékos j informécios halmazaban levs va-
lasztési lehetGségek szama.

Hogy értsiik akkor az ekvivalenciat? Azt mondjuk, hogy egy kevert és egy
viselkedési stratégia eredmény-ekvivalens, ha ugyanazt a valoszintiségeloszlast
generaljak a jatékfa végpontjain, vagyis ha barmely végpont elérésének valo-
szintisége ugyanaz a kevert és a viselkedési stratégia alkalmazasa esetén. A
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viselkedési stratégiabol természetes modon tudunk egy eredmény-ekvivalens
kevert stratégiat elGallitani. Els§ latasra gy tiinik, mintha minden kevert
stratégiat is el6 lehetne allitani eredmény-ekvivalens viselkedési stratégiaval.
Ennek a problémanak az altaldnos targyaldsa a komplikalt jel6lések miatt
nehézkes, ezért két példat mutatunk be, miel6tt Kuhn masodik tételét ki-
mondanank.

3.15. példa. Tekintsiik a[3.10] abran lathato extenziv forméban adott jaté-
kot, amelyben az 1. jatékos, majd a 2. jatékos és utana ismét az 1. jatékos
valaszt J és B kozott. Az 1. jatékosnak 3 (trivialis) informéciés halmaza, a
2. jatékosnak egy két pontbol 4llo informacios halmaza van.

A teljes normal forméaban a 2. jatékosnak két tiszta stratégidja van: B
és J. Az 1. jatékosnak 8 darab: JJJ, JJB, JBJ, JBB, BJJ, BJB, BBJ,
és BBB (pl. a JBJ azt jelenti, hogy az 1. pontban J, a 3.-ban B a 4.-ben
J az 1. jatékos valasztasa)

Tekintsiik azt a viselkedési stratégiaparost, amelyben az 1. jatékos v,t és
s valoszintiséggel valasztja a J-t és 1 — v, 1 — ¢, 1 — s valoszintiséggel a B-t
az 1., 3., és 4. dontési pontokban, mig a 2. jatékos az egyetlen informécios
halmazdban w valoszintiséggel valasztja J-t és 1 — w valdszintiséggel a B-t.
(0 <w,t,s,w<1).

Legyen most a (p1, p2, D3, P4, Ps, De, P7, Ps) valoszintiségi vektor (a sorrend
fontos, tehat pl. pg a BJB tiszta stratégia valoszintiségi sulyat jeloli) az 1.
jatékos, (w,1 — w) pedig a 2. jatékos egy kevert stratégidja. Ekkor a hat
végpont elérési valoszintiségeit felirhatjuk a viselkedési és a kevert stratégidk
alapjan is. Végpont elérési valoszintiségek kevert és viselkedési stratégiakkal
szamolva:

Végpont Kevert Viselkedési
a w(p1 + p2) wut
b w(ps + ps) wou(l —t)
c (1 —w)(p1 + p2 + ps + p4) (1—w)v
d w(ps + pe + P74 Ds) w(l —v)
€ (1 —w)(ps + pr) (I —w)(1—v)s
f (1 —w)(ps + ps) (I—w)(1—v)(1-s)

Vegyiik most az 1. jatékost. Egyszeri szamoléssal igazolhatjuk, hogy a
viselkedési stratégiakbol nyert

(vts,vt(1 — s),v(1 —t)s,v(1 —t)(1 —s), (1 —v)ts, (1 —v)t(1 —s),
(1—v)(1—1t)s,(1—v)(1—=1t)(1—39))
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kevert stratégia ugyanazokat a végpont elérési valoszintiségeket adja, mint a
kevert stratégiabol szamolt

V=p1+pP2+pP3+ps
D1+ D2

L+ pa s+
Ps + pr

S:
Ds + P + D7+ Ds

viselkedési stratégia.

1. jdtékos

2. jatékos

1. jdtékos

3.10. abra. A 3.15] példa jatékfaja

Lathattuk, hogy a fenti példaban a viselkedési és a kevert stratégiak
eredmény-ekvivalensek voltak. Nincs azonban ez mindig igy.

3.16. példa. Tekintsiik azt az extenziv formaban adott jatékot, amelyben
eloszor a Véletlen 1ép és % valoszintiséggel megy jobbra vagy balra, a jaték
tovabbi lefolyasat a abra mutatja.

Mivel a 2. jatékosnak csak egy dontési pontja van, a kevert és viselkedé-
si stratégial egybeesnek. Tegyiik fel, hogy 3 valoszintséggel indul (J)obbra
vagy (B)alra. Az 1. jatékos viselkedési stratégiai egy (v, u) szampéarossal jel-
lemezhetsk, ahol v annak a valoszintiségét jelenti, hogy a ,fels¢” informécios
halmazban J iranyba megy, u pedig azt a valdszintiséget, amellyel az ,als¢”
informéacios halmazban megy J irdnyba. Legyen az 1. jatékos egy kevert stra-
tégidja az, amelyben % valoszintiséggel valasztja a JB és a BJ stratégiajat
(az els6 beti a ,fels” informacios halmazban, a masodik az ,als6” informa-
ci6s halmazban valo valasztast mutatja). Megmutatjuk, hogy nincs olyan
viselkedési stratégia, amely ezzel eredmény-ekvivalens lenne. Szamoljuk ki a

hat végpont elérési valdsziniiségeit a viselkedési és az adott kevert stratégia
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alapjan. A végpont elérési valoszintiségek kevert és viselkedési stratégiakkal
szamolva:

Végpont | Kevert | Viselkedést
1 1
a 1 5Y
1
b ) —(1—=v)u
c 0 (1—-v)(1—u)
1 1
d - -
8 1"
1 1
Z (1 =
e 2 4( w)
1 1
d 1 i

Ennek a tablazatnak a két oszlopa semmilyen v és u értékre sem lehet egyenld,
tehéat ezzel a kevert stratégiaval egyetlen viselkedési stratégia sem eredmény-
ekvivalens.

N |=
[

2. jatékos

1 jatekos

/\ /\

3.11. abra. A [3.16] példa jatékfaja

Mi lehet ennek az oka? Mi a kiilonbség a|3.15] és a[3.16l példaban vizsgalt
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jatékok kozott? A példa jatéka tokéletes emlékezetti volt, mig a [3.16
példaban szerepld jaték nem, hiszen az 1. jatékosnak, amikor mésodszor 1ép,
tudnia kellene, hogy az informacios halmazanak melyik pontjaban van, ha
figyelemmel kisérte volna, hogy mi tértént addig és ezt nem felejtette el. Ez
a kiilonbség altalaban is dont§ abban, hogy van-e minden kevert stratégidhoz
vele eredmény-ekvivalens viselkedési stratégia.

3.17. tétel (Kuhn). Minden tikéletes emlékezetd jatékban, minden kevert
stratégidhoz van eqy vele eredmény-ekvivalens viselkedési stratégia.

Bizonyitds. A bizonyitas tulsagosan terjedelmes és technikai. Az érdekl6ds
olvas6 megtalalhatja példaul [Forgo et al. (1999)]-ban. O

3.5. Feladatok

3.1. feladat. Irjuk fel extenziv formaban a . példaban megadott jatékot
méasképpen (V és B ,sorrendjének” felcserélésével).

3.2. feladat. Adjunk példat arra, hogy két, kiillénbo6z6 extenziv formaban
adott jaték teljes normal formai megegyeznek.

3.3. feladat. ElGszor egy definicio:

3.18. definici6. Legyen G = {N,{S;}ien, {fi}ien} egy normal formaban
adott jaték. Nevezziik az i jatékos tetszbleges s; és s, stratégiait ekvivalen-
seknek, ha minden s_; € S_;-re

fi(siy5-5) = fi(si,5-4).
A G jaték redukalt normél formaja a G = {N, {S:}ien, {fi}ien}, ahol S
az i jatékos stratégidinak s; ekvivalenciaosztilyai altal alkotott halmaz, és
minden i € N-re f; : X;enS; — R olyan fliggvény, hogy f;(8) = fi(s) minden
S € S-re.

Adjunk példat arra, hogy két, kiillonb6z6 extenziv formaban adott jaték
teljes normal formai nem egyeznek meg, de redukalt normal forméaik meg-
egyeznek.

3.4. feladat. Irjuk fel a példaban szerepld jaték azon stratégiaprofil-
jait, amelyek a teljes norméal forméaban szerepelnek, de a redukalt normaél
formaban nem.

3.5. feladat. 1 Mutassuk meg, hogy a[3.14] példaban ismertetett jaték ese-
tén A (Be,..., Be, Ki, K1) stratégidja ellentmond a kéztudott racionalitas
feltevésnek.



3.5. FELADATOK a7

3.6. feladat. Adjunk példat arra, amikor egy extenziv formaban adott jaték
teljes normal formajaban két kiilonbo6zd kevert stratégiahoz tartozo viselke-
dési stratégiak megegyeznek.

3.7. feladat. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza (egyszertisitett snobli).
Egyméstol fiiggetleniil, gy, hogy a masik ne lassa, 0, 1 vagy 2 pénzérmét
rejtenek el. El6bb az els jatékos tippeli meg, hogy 6sszesen hdny pénz van
elrejtve. A maésik jatékos ezt hallja, majd & is tippel, de azt amit hallott &
méar nem tippelheti. Blo6ffélés nem megengedett, tehit nem szabad olyant
tippelni, ami a sajat elrejtett pénzek szamat adottnak véve nem fordulhat
elg. Aki talal, nyer egy egységet a masiktol, ha senki sem talalt, akkor a
kifizetés 0.

1. Fogalmazzuk meg a jatékot extenziv formaban és rajzoljuk fel a jaték-
fat.

2. Adjuk meg a jaték redukalt normal forméajat.

3. Van-e a jatéknak a tiszta stratégiak halmazén N FE P-je?
3.8. feladat. Legyen G egy véges faval abrazolhato, tokéletes informacioja
extenziv formaban adott jaték. Tegyiik fel, hogy a fa leveleiben minden
jatékos kifizetését egy adott folytonos eloszlas szerint egymastol fiiggetleniil,
véletlenszerdien generaljuk. Bizonyitsuk be, hogy 1 annak a val6szintsége,
hogy az igy keletkezett jatéknak pontosan egy részjaték tokéletes NFEP-je
van.

3.9. feladat. Tegyiik fel, hogy két jatékosnak, A-nak és B-nek meg kell
osztozni 100 forinton. Elére megallapodnak, hogy naponta csak egy ajanlat
tehets és legfeljebb harom napig alkudoznak: az els§ és harmadik napon
A tesz ajanlatot, a masodikon B. Az ajanlatot vagy elfogadja a masik fél,
vagy elutasitja. Ha harom napon beliil nincs egyesség, akkor senki sem kap
semmit. K6z6mbosség esetén a jatékos elfogadja az ajanlatot. Minden nap
egy forint az A jatékos szamara a-szorosat, a B jatékos szdméara (3-szorosat
éri az el6z6 napinak, ahol 0 < o, f < 1 és 1005(1 — o) € N.

1. Fogalmazzuk meg ezt a jatékot tokéletes informacioju extenziv forma-

ban adott jatékként.

2. Visszafelé indukcioval hatarozzuk meg a jaték részjaték tokéletes N E P-
jeit.
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3.10. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden normal formaban adott G =
{S1,...,Sn; f1,---, [n} Véges jatékhoz hozza lehet rendelni egy olyan F ex-
tenziv forméban adott jatékot, amelynek a normal forméja éppen G.

3.11. feladat. Tekintsiik a kovetkezd zérusosszegt jatékot extenziv formé-
ban (a kifizetések az 1. jatékos kifizetései):

2. jatékos

O\ 1. jdtékos @
1

AR

1. Irjuk fel a jatékot normal formaban. Van-e a tiszta stratégiak halmazan
NEP?

2. Adjuk meg az els6 jatékos egy olyan kevert stratégiajat, amely reali-
zalhato eredmény-ekvivalens viselkedési stratégiaval.

3. Biztosak lehetiink-e abban, hogy ebben a jatékban minden kevert stra-
tégia realizalhato eredmény-ekvivalens viselkedési stratégiaval?



4. fejezet

Kétszemélyes zérusosszegi
jatékok

4.1. Egyensuly és minimax

Egy kétszemélyes zérusosszegi jaték (a tovabbiakban K Z) normal forméban
a kovetkez$ szimbolummal adhaté meg:

G={X,Y; [},

ahol X, Y a jatékosok stratégiahalmazai, f : X XY — R az els6 jatékos kifi-
zetSfiiggvénye (a masodik jatékos kifizet6fiiggvényét nem kell kiilon megadni,
mivel az —f). A KZ jaték érdekes és kiilonleges specialis esete az n-személyes
jatéknak. Nemcsak azért érdemes kiilon figyelmet szentelni a K Z-nek, mert
ezzel a jatékosztallyal kezdtek el olyan nagy matematikusok foglalkozni mar
az 1920-as években, mint Emile Borel és Neumann Jdnos, hanem mert mind
a jatékelméleten beliil, mind pedig altaldban a matematikdban nagyon sok
fontos alkalmazésa van, és sok minden sokkal egyszertibben és egyértelmiib-
ben jelenik meg a K Z-ben, mint az altalanos n-személyes jatékok esetében.

Mar eddig is lattuk, hogy mivel a KZ antagonisztikus, ezért rendelkezik
a felcserélhetGségi tulajdonsaggal és minden N EP-ben azonos a jatékosok
kifizetése (lasd a tételt). Az a szokas alakult ki, hogy az els§ jatékos
kifizetését a (barmelyik) NEP-ben a jdték értékének nevezik. Erdemes fel-
idézni a N EP definiciojat egy K Z-re alkalmazva. Az (x*,y*) stratégia paros
akkor és csak akkor NEP-je a G = {X,Y; f} jatéknak, ha

f@*y*) = f(z,y")
fl@y*) < f(z*,y)

egyenlGtlenségek fennallnak minden z € X és y € Y-ra.

29
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A NEP specialis (nyeregpontként) valo értelmezéséhez sziikségiink lesz a
kovetkezd kozismert segédtételre:

4.1. segédtétel. Legyenek X.,Y nemiires halmazok és f : X xY — R
korldtos fligguény. Ekkor

inf sup f(z,y) > sup 1nf f(z,y). (4.1)
YeY zeX zeX YE

Bizonyitds. A bizonyitas feladatként tiztiik ki (lasd a feladatot). O

4.2. tétel. Legyen G = {X,Y; f} eqy KZ, ahol az f kifizeldfiigguény korldtos
az X XY halmazon. Ekkor G-nek akkor és csak akkor van N EP-je, ha

f 4.2

ryrggas:g)rgf(x ,y) = max inf f(z,y). (4.2)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (z°,1°) a G egy NEP-je. Legyen a jaték értéke

v = f(z',9°). A NEP definicioja miatt f(z,y°) < v minden =z € X-re,
vagyis

sup f(z,y") <w. (4.3)
rzeX

Definialjunk egy g : Y — R fiiggvényt a kévetkezSképpen: g¢(y) = sup
zeX

flz,y). Az ¢y° a g fiiggvény minimumpontja az Y halmazon. Ha ugyanis
nem lenne az, vagyis lenne egy olyan 3’ € Y, hogy g(v') < g(¢°), akkor

v=f(z"y°) < f(a%y) < Sg}f;f(% y)=9) <g9(°) = Sg}gf(% y’) <w

teljesiilne, ami ellentmondas. A (4.3) egyenlStlenségbdl, és mivel y° a g
fiiggvény minimumpontja az Y halmazon, azt kapjuk, hogy

min sup f(x
yey wEXp f< y)
Pontosan ugyanigy lehet bizonyitani, hogy
f
max inf f(2,y) > v,
amibdl a

< f
ryrggilel)lgf(:v y) < max inf f(z,y).
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egyenltlenséget kapjuk. Ezt dsszevetve a [1.1] segédtétel (4.1) egyenlétlen-
ségével, latjuk, hogy a (4.2) egyenlSség fennall.

Most pedig tegyiik fel, hogy a (4.2)) egyenldség teljesiil. Jeloljiik a (4.2)
egyenldség egyik oldalat v-vel, és legyen 2°, 4° olyan, hogy

inf,cy f(2%y) v,
SUPgex f(xv yO) = v

Ebbdl

f(® %)
f(%9°)

tehat f(2°,1°) = v kovetkezik. Igy

IN IV

flz ) <v=f"y°) < f(a°y),

minden r € X, y € Y-ra, ami pontosan azt jelenti, hogy (2°,4°) NEP. O

Tovabbi feltételek kellenek ahhoz, hogy a egyenldségben az inf-et és
sup-ot min-re és max-ra lehessen cserélni. A egyenlség bal oldalat ugy
lehet értelmezni, mint az elsG jatékos ,biztonsagi szintjét”, azt a kifizetést,
amelyet biztositani tud maganak ,jokos” stratégiavalasztassal, barmit csinal
is a masodik jatékos. Ugyanigy a jobb oldal a méasodik jatékos ,biztonsigi
szintje”, amelynél tobbet nem veszthet, barmit csinal is az els6 jatékos. A KZ
jatékok egyensilyi stratégiait ezért szoktik optimdlis stratégidnak is nevezni,
mivel az egyensilyi stratégiak a ,biztonsagi szintek” maximalizalaséval (mi-
nimalizalasaval) kaphatok meg. A KZ jatékok alkotjak azt a jatékosztalyt,
ahol ez a teljesen Gsszehangolatlan egyéni szemlélet” (optimalizalas) az egész
jaték egyensilyahoz vezet. Egyéb esetben, ahhoz, hogy egy NEP megvalo-
suljon, a jatékosoknak kell legyen valami elképzelése (vélekedése, varakozasa)
arrol, hogy a tobbiek milyen stratégidkat valasztanak.

4.2. Matrixjatékok

A K Z jatékok kozott a legfontosabb specialis eset az, amikor a stratégiahal-
mazok végesek. Ekkor a jatékot meg lehet adni egy m x n-es A matrixszal,
amelynek a;; eleme azt a kifizetést adja meg, amelyet az els6 jatékos (sorja-
tékos) kap a masodiktol (oszlopjatékos), amennyiben az elsG jatékos az i, a
mésodik jatékos a j stratégiat jatssza. Ennek a jatéknak a kevert bovitését
nevezik matrixjatéknak, amelynek normal formaja G = {X,,,Y,, f}, ahol
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X és Y, az m és n komponensii valoszintiségi vektorok halmazai (egység-
szimplexek), f(x,y) = xAy pedig az els§ jatékos varhato kifizetése, ha a
jatékosok az (x,y) stratégiapart jatsszak.

A R.14] tétel alapjan tudjuk, hogy mivel itt is véges jaték kevert bévi-
tésérsl van szo, létezik NEP, vagyis van olyan (x°,y°) stratégiapar, hogy
minden x € X,,, és 'y € Y,, -re fennéall

xAy’ < x"Ay’ <x’Ay,
vagy ami a tétel miatt a kovetkezokkel ekvivalens:

max min xAy = min max xAy.
x€EXm yEYn ern xEXm

A 4.2 tétel ebben a formajiban Neumann Jdnos hires minimaz tétele,
amely 22 évvel megelGzte Nash egzisztenciatételét (amely viszont altalano-
sabb). A jaték értéke v = xCAy” az A kifizet6matrix elemeinek silyozott
atlaga, ahol az a;; elem sulya z;y;, vagyis annak a valosziniisége, hogy az
elsG jatékos az i sort, a masodik pedig (az els6tdl fiiggetlentil) a j oszlopot
valasztja.

A KZ jaték abban a vonatkozéasban is specialis, hogy az egyenstlyi (op-
timalis) stratégiak halmaza egyszert szerkezeti, az egyenstlyi stratégiaparos
létezésének bizonyitdsdhoz nem kell fixponttétel, és egy egyensulyi stratégia-
par meghatarozasa is konnyd még nagy méret matrixok esetében is. ElGszor
az optimalis stratégiak X© és Y halmazat jellemezziik.

4.3. tétel. Az A mdtrizjdték eqyensilyi stratégidinak halmazai konvex poli-
éderek.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd linedris egyenlGtlenség rendszert az x, vy,
v valtozokkal:

x,y > 0

Ix = 1

ly = 1 (4.4)
AT > 1v

Ay < 1w

Bebizonyitjuk, hogy (x°, y°) akkor és csak akkor egyensilyi stratégiaparos és
10 a jatek értéke, ha (x°, y°, v%) a egyenl6tlenség rendszer megoldasa.

Legyen (x°, y°, v°) a megoldasa. Ekkor Ay” < 100, ATx? > 1.0,
Az els6 egyenlGtlenséget egy tetszéleges x € X,,, a masodikat egy ugyancsak
tetszbleges y € Y, vektorral balrdl beszorozva azt kapjuk, hogy minden x €
X,re és 'y € Y,-ra fennall
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xAy’ < x’Ay° < x"Ay, (4.5)

ami azt jelenti, hogy (x°, y°) egyensiilyi stratégiapar, és v° a jaték értéke.

Ha (x°, y°) egyensulyi stratégiapar és v° a jatek értéke, akkor (4.5))-
bol kdvetkezik, hogy x°Ae; > v° és e;,Ay’ < ¢° minden i = 1,...,m és
J = 1,...,n esetében, ami pontosan azt jelenti, hogy (x", y°, v%) a (4.4)
megoldasa.

Az optimalis stratégiak X° Y halmazai viszont a (4.4) egyenlStlenség-
rendszer megoldashalmazanak, ami egy konvex poliéder, vetitései (R™ x R™ x
R — R™ R™ x R" x R — R"), igy azok is konvex poliéderek. ]

A fenti tétel modszert is ad egy (esetleg tobb) optimalis stratégia megha-
tarozasara: a egyvenlGtlenségrendszer egy megoldasat példaul a szimp-
lex modszer els6 fazisaval meghatarozhatjuk. Lehetséges megoldésa biztosan
van (4.4)-nek a sokkal altalanosabb egzisztenciatételek (pl. a tétel)
kovetkeztében. Nem kellenek azonban olyan ,erGs” tételek az egzisztencia
bizonyitasahoz, mint a fixpont-tételek. Elég a linearis programozas dualitas
tétele, vagy azzal ekvivalens tételek (szeparacios tétel, Farkas-lemma) ahhoz,
hogy bebizonyitsuk legalabb egy optimalis stratégiapar létezését.

Tekintsiink egy A matrixjatékot. Az optimalis stratégiakat (lasd a .
tételt) nem befolyasolja, ha a matrix minden eleméhez hozzaadunk egy kons-
tanst, igy nyugodtan feltehetjiik, hogy A > 0. Tekintsiik a kovetkez§ linearis
programozasi feladat primal-duél feladatparjat:

P: 1y — max D: 1x — min
y =2 0 x > 0
Ay < 1 xA > 1

Mivel a primal feladatnak van lehetséges megoldasa (y = 0), és a lehetséges
tartomany az A > 0 feltétel miatt korlatos, a feladatnak optimalis megoldasa
is van. A 20 optimalis célfiiggvényérték pozitiv, mivel a feladatnak van pozitiv
lehetséges megoldasa.

4.4. tétel. Hay° a primdl, x° a dudl optimdlis megolddsa és 2° az optimdlis

célfiigguényérték, akkor x* = Z%XO, y' = ZioyO az A mdtrizjaték optimdlis
stratégiapdrosa €s Z% a jaték értéke.
Bizonyitds. Mivel y° a primal, x° a dual optimalis megoldasa, a linearis
programozas erés dualitasi tétele értelmében 1y° = 1x° = 20 > 0. Igy x* és
yv* valoszintiségi vektorok. Az
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1
Ay® < —01

z
. 1
XA > —1

50

egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy (x*, y*, Zio) lehetséges megoldésa a ((4.4])
egyenlGtlenségrendszernek, amirél egyszerid behelyettesitéssel meggyGz6dhe-
tiink. O

4.5. kdvetkezmény. Hay az oszlopjdtékos olyan optimdlis stratégidja amely-
nek a k-ik komponense pozitiv, v° a jdték értéke, akkor a sorjdtékos minden
x" optimdlis stratégidjdra fenndll, hogy

x"Ae; = °.

Bizonyitds. Az éllitas azonnal kovetkezik a tételbdl és a linedris progra-
mozas komplementaritési tételébdl. Il

4.6. példa. Egy jatékos késziilédik a tizenegyesriugas elvégzéséhez, a kapus
pedig a kivédéséhez. Kozismert, hogy a kapusnak akkor van a legtobb esélye
a haritasra, ha a rigas pillanataban elhatarozza, hogy merre mozdul el. A jo
16véshez is el kell hatarozni, hogy merre rigja a jatékos a labdat. Az egysze-
riiseg kedvéért tegyiik fel, hogy a rugo6 jatékosnak harom (tiszta) stratégiaja
van: Jobbra, Kozépre vagy Balra rigja a biintet6t. A kapusnak is harom
lehetGsége van: Jobbra vagy Balra mozdul, vagy Kozépen marad. Kifizetés-
nek vegyiik azt, hogy adott stratégiaparos mellett 10 biintet6bdl atlagosan
hany gol lesz. A abra mutatja a kifizetéseket, a sorjatékos a Rugo, az
oszlopjatékos a Kapus (a szamok nem objektiv statisztikin nyugszanak, de
nem is teljesen léghdl kapottak).

Nyilvanvaléan nincs a kifizetGmatrixnak nyeregpontja, igy a tiszta stra-
tégidk halmazan nincs egyenstlypont, a tiszta stratégidkat keverni kell. Az
optimélis keverés meghatarozasahoz irjuk fel a kovetkezé linearis programo-
zasi feladatot:

1 +Y +ys — max
Y1, Y2, Y3 > 0
Sy1 +8y2+9y3 <1
8y1 +3y2 +8ys <1
91 +8y2+5ys < 1

A primal feladat optimalis megoldésa y; = 0.0581, yo = 0.0233, y3 =
0.0581, a dualisé x; = 0.0581, x5 = 0.0233, x3 = 0.0581; az optimalis cél-
fiiggvényérték: z = 0,1395. Ebbdl a tétel alapjan kapjuk az optimalis
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kevert stratégidkat: a Rugo és Kapus is a J, K, B stratégidkat rendre 0.416,
0.168, 0.416 valosziniiségekkel alkalmazza.

Kapus
J K B
J 5 8 9
Ruags K 8 3 8
b 9 8 5)

4.1. abra. A tizenegyesrugés (4.6l példa) abraja

A matrixjatékok kozott kiilon figyelmet érdemelnek a szimmetrikus ja-
tékok. Egy A matrixjatékot szimmetrikusnak neveziink, ha A ferdén szim-
metrikus, vagyis, ha A = —AT. Ez a meghatarozas tulajdonképpen a .
alfejezetben bevezetett altalanos szimmetria fogalom alkalmazasa a matrix-
jatékok esetére. Egy szimmetrikus méatrixjatékban a jatékosok szerepét (sor-
vagy oszlopjatékos) meg lehet véaltoztatni, anélkiil hogy maga a jaték megval-
tozna. Ez a szimmetria abban is megmutatkozik, hogy a két jatékos optimalis
stratégiahalmazai megegyeznek és a jaték értéke 0. Ezt a két megallapitast
a egyenlGtlenségrendszerbsl azonnal megkapjuk, ha kihasznaljuk azt,
hogy A = —A™T. Ekkor az is kideriil, hogy a egyenlGtlenségrendszer és
ezaltal a[4.3 tétel az alabbi alakra egyszertisodik:

4.7. tétel. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az x wvaldsziniiséqgi
vektor az A szimmetrikus mdtrizjatékban optimdlis stratégia legyen az, hogy
fenndlljon az Ax < 0 egyenlétlenség.

Bizonyitds. Lasd a[1.2] feladatot. O

A szimmetria feltételezése, amennyiben ez valamilyen célbdl kényelmes,
vagy sziikséges, nem korlatozza az altalanossagot, mivel minden matrixjaték
szimmetrizalhaté (lasd a feladatot).

Noha kétség kiviil, a linedris programozas a leghatékonyabb numerikus
modszer akar igen nagy méretd matrixjatékok optimalis stratégidinak meg-
hatarozésara is, egyéb modszerek is léteznek. Ezek koziil kiilon figyelmet
érdemel a fiktiv lejdtszds modszere, amely kitiing példaja annak, hogy ha
lassan is, de meg lehet tanulni az optimalis viselkedést, legalabbis egy mat-
rixjatékban.

A fiktiv lejatszas lényege, hogy a jatékosok sokszor jatsszak ugyanazt az
A matrixjatékot (sorok szama m > 2, oszlopok szama n > 2) és minden
Sforduloban” legjobb feleletet adnak ellenfeliik multbeli atlagos viselkedésé-
re (stratégiavalasztasara). Az els forduloban (iteracioban) mindkét jatékos
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egy tetszleges tiszta stratégiat valaszt (ezeket a megfelels egységvektorokkal
jeloljiik). A valasztott stratégiak legyenek rendre e;,és e;,. A masodik itera-
cidban a sorjatékos e; -re ad egy legjobb tiszta stratégia feleletet. Legyen ez
e;,, mig az oszlopjatékos e; -re ad egy e;, legjobb feleletet. A harmadik ite-
racioban a sorjatékos mar a masodik jatékos atlagos multbeli viselkedésére,
vagyis az y, = %(ejl +ej,) kevert stratégia ellen’ad egy e;,legjobb feleletet.
Hasonloan valaszt stratégiat az oszlopjatékos is. Altalaban a k-ik iteracidban
a sorjatékos az oszlopjatékosnak az els6 k — 1 iteracidban alkalmazott stra-
tégidinak y,_1 = 25(ej, + -+ +ej, ) atlaga ellen vélaszt legjobb feleletet.
Hasonloan cselekszik az oszlopjatékos is. Igy az (xx, yi) stratégiaparosok egy
végtelen sorozatat kapjuk. Ezek segitségével a jaték értékét korlatok kozé (Ly,
és Uyg) tudjuk szoritani. Ez azon az egyszerti megfigyelésen alapszik, amely
a minimax egyenldségbdl (1.2 tétel) azonnal kdvetkezik: tetszdleges (x,y)

stratégiapar esetén

minxAe; < v < maxe;Ay,
J (2

ahol v a jaték értéke. Ebbdl kapjuk a kovetkez6 becslést:
L, = m]?xmjnxkAej <v < m}jn max e; Ay, = Uy.
J 1
Ismert (lasd [Forgo et al. (1999)]), hogy

Uk — Lk; < a2m+”k_ m+1"—2 . (46)

ahol a az A legnagyobb abszolit értékid elemének abszolut értéke.

4.8. tétel (Brown-Robinson—tétel). A fiktiv lejdtszds sordn kapott {xy}, {yr}
végtelen sorozatok minden torléddsi pontja rendre a sor- és az oszlopjatékos
optimdlis stratégidja.

Bizonyitds. A egyenlGtlenség jobb oldala tart 0-hoz, igy Uy és Ly is
tart v-hez, a jaték értékéhez. A kevert stratégiahalmazok kompaktak, tehat
tetszoleges halmazbeli sorozatnak van halmazbani torlodasi pontja. Az Ly
xi-nak, U, pedig y;-nak folytonos fiiggvénye, igy tetszoleges, x° és y° tor-
lodasi pontpar” esetén v = x"Ay?, tehat a torlodasi pontok rendre a sor- és
az oszlopjatékos optimalis stratégiai. Il

Amint latjuk, a becslés nagyon durva. A konvergencia sebessége a
szamitastechnikai tapasztalatok szerint ennél sokkal jobb (\/E nagysagren-
di), de még mindig elég lassti. A dolog lényege nem is ez, hanem a tanulasi
folyamat modellezése és annak bemutatéisa, hogy a tanulas sikerre vezet.
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4.3. Bimatrix-jatékoki

Példaink kozott sok biméatrix-jaték volt eddig is, és az elnevezést ugyan hasz-
naltuk, de pontos definiciot nem adtunk. Most ezt potoljuk.

4.9. definici6. Egy véges, kétszemélyes jatékot, és annak kevert bévitését
is bimatrix-jatéknak neveziink. Tegyiik fel, hogy az els§ (sor) jatékosnak m,
a méasodik (oszlop) jatékosnak pedig n tiszta stratégiaja van. A bimétrix-
jatékot egyértelmten definialjak az A és B m xn-es métrixok, ahol a matrixok
a;j, és by; elemei a sor- és oszlopjatékos kifizetéseit jelolik akkor, ha a sorja-
tékos az i, az oszlopjatékos pedig a j stratégiat jatssza. A biméatrix-jatékok
jelolésére a G = (A, B) szimbolumot hasznaljuk, és ha csak masként nem
mondjuk, a kevert bgvitést értjiik alatta.

Most is, csakligy mint a matrixjatékok esetében, szeretnénk a G = (A, B)
bimatrix-jatek N EP-jeit egy egyenl&tlenségrendszer megoldasaiként jelle-
mezni. Tartsuk meg a korabbi jelolést: X,,, Y,, a kevert stratégiak halmazat
jeloli. Ekkor (x°,y%) a G = (A, B) biméatrix-jatéknak pontosan akkor N E P-
je, ha

xCAyY > xAyY

XOByO ; XOAy (47)
fennall minden x € X,,,, és y € Y, esetén.
Tekintsiik a kovetkez6 m + n + 2 valtozds egyenlGtlenség rendszert:
x € X,
y € Y,
a, e R
Ay < al (4.8)
xB < p1
xAy = «
xBy = f

4.10. tétel. Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy (x°,y°) a G =
(A, B) bimdtriz-jdaték N EP-je legyen az, hogy lélezzenek olyan o, 5° valds
szdmok, hogy (x°,y°,a® 3°) lehetséges megolddsa legyen a eqyenldtlen-
séq rendszernek.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen hasonlo a tétel bizonyitasahoz, ezért
az olvasora bizzuk (lasd a[L.4] feladatot). O

Ellentétben a matrixjatékokkal, az egyensilypontokat jellemzé egyenlet-
rendszer nem linearis és igy olyan egyszeri eszkozokkel, mint a linearis prog-
ramozas, nem lehet a N E P-eket meghatarozni.
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A nemlinearitast azonban ki lehet venni a feltételek koziil és az egyen-
silypontokat egy kvadratikus programozasi feladat optimélis megoldasaiként
jellemezni.

Tekintsiik a kovetkezd () feladatot:

Q(X7Y7aaﬁ>:X(A+B)y_Oé_ﬁ — Inax
x € X,
y € Y,
a,f € R (4.9)
Ay < al
xB < p1

4.11. tétel. Annak szikséges és elégséges feltétele, hogy (x°,y°) a G =
(A, B) bimdtriz-jiték NEP-je legyen az, hogy létezzenek olyan o, 3° szd-
mok, hogy (x°,y°,a°, 3°) optimdlis megolddsa legyen a feladatnak, és
az optimdlis célfigguényérték legyen 0.

Bizonyitds. Legyen (x°,y°) egy NEP , és o, 3° az ehhez tartozo kifizeto-
fliggvény értékek. Ekkor a (4.9) feladat minden (x,y, «, 3) lehetséges meg-
oldasara

x(A+B)y—a—8=x(Ay —al) + (xB — 1)y < 0.

AJI0 tétel miatt Q(x% y°, a0, %) = 0, ezért (x°,y°,a®, 3°) optimalis
megoldasa ()-nak.

Legyen (x%,y% a® 3°) a Q feladat egy optiméalis megoldasa (globalis ma-
ximumpont). Mivel tudjuk, hogy minden bimatrix-jatéknak van N EP-je,
ezéert Q(x°,y?, a %) = 0, vagyis

x"(A +B)y’ —a’ - 3 =x"(Ay’ — 1) + (x’B - °1)y°’ = 0,

ami a () feladat feltételei miatt csak gy lehet, ha

XOAyO = ol
XOByﬂ _ 60
ekkor pedig a tétel miatt (x°,y°) NEP. O

A N E P-ek halmaza nem feltétleniil konvex, de ennek ellenére, ellentétben
a tobb, mint kétszemélyes polimétrix jatékokkal, elgallithaté konvex halma-
zok egyesitéseként.

Ennek megmutatasahoz legelGszor bevezetjiik az extremdlis egyensilypont
(EEP) fogalmat. Tekintsiik a kovetkezs két poliedrikus halmazt:
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S = {(x,0)|xB<pl,xe X, R}
T = {(y,a) | Ay <al,y €Y, ,acR}

A sorjatékos egy x stratégidjat E'E P-nek nevezziik, ha van olyan (3, hogy
(x,03) az S halmaz csics (extremélis) pontja. Ugyanigy az oszlopjatékos egy
y stratégiajat FEP-nek nevezziik, ha van olyan «, hogy (y,«) a T halmaz
cstucspontja. Konnytd belatni, hogy ha (x,3) az S csucspontja, akkor nincs
olyan v # 3, hogy (x,7) is cstcspontja S-nek (lasd a[4.5] feladatot). Hasonlo
a helyzet a T" halmazzal is. Ebbdl kovetkezik, hogy az F'E P-k szama véges.

4.12. tétel. A G = (A, B) bimdtriz-jaték minden N EP-je kifejezhetd az
EEP-kE konver linedris kombindciojaként.

Bizonyitds. Legyen (x°,y° o %) a Q feladat (([1.9) feladat) egy optimalis
megoldésa, vagyis, a tétel értelmében, (x°,y°) NEP. Ha az y = y°,
a = o' valtozokat rogzitjiik, akkor Q egy linearis programozasi feladat,
amelynek minden megoldasa, igy (x°, 3°) is kifejezhets az optimalis csticspon-
tok, amelyek egyben S cstcspontjai, egy véges U részhalmazanak (amelyek
x ,része” EEP) olyan konvex linearis kombinaciojaként, amelyben a salyok
pozitivak.

Ugyanigy lehet belatni, hogy (y°,a’) a T csticspontjai egy, mondjuk s
elemt, V részhalmazanak (amelynek elemei rogzitett (x°,3Y) mellett a @
optimalis megoldasai) pozitiv silyokkal vett konvex linearis kombinacioi.

Mivel barmely (x, 3) optimalis megoldésa a Q-nak, amelyrél tudjuk, hogy
optimalis célfiiggvényértéke 0, ezért

x(A+B)y’ —a’ - 8 =x(Ay’ —a’1) + (xB - 1)y’ = 0,
minden (x, 3) € U esetén. Mivel x > 0, Ay” < a1, y° > 0, xB < 1, igy

(xB - 1)y’ =0 minden (x,[) € U-ra. (4.10)

Azonban y° = \iy1 + ..., Ay, A >0, (yj, ) €V minden j =1,...,r-re.
Ezért (4.10)-bdl kovetkezik, hogy

(xB—- 1)y, =0 minden (x,5) € U-ra, és j =1,... rre.

Hasonléan lathatjuk be, hogy

X;(Ay —al) =0 minden (y,«a) € V-re és (x;,0;) € U, i =1,..., s-re.

Tehat az (x;,y;) stratégiaparosok valamennyien N EP-ek és mint lattuk, x°
az Xi,...,X,, az y'az yi, . ..,y, stratégidk konvex linearis kombinécioi. [
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Az FEP-k segitségével a NFEP-ek halmazat jellemezni lehet. Jeloljiik
a NFEP-ek halmazat E-vel. Legyen x € X, a sorjatékos egy tetszéleges
stratégidja, és X C X, a stratégidk egy halmaza. Definidljuk a kdvetkezd
halmazokat:

hx) = {yeY.|(xy) €L},
H(X) = Neexh(x).

Vilagos, hogy ha X véges, akkor H(X) egy poliéder. Tekintsiik az F'E P-
ok egy X (véges) halmazat. A tétel szerint minden x € X-hez van
olyan egyértelmiien meghatarozott (3, hogy (x,) az S halmaz extremaélis
pontja valamely fix (y°, a®) mellett. Az X halmazt erdsnek nevezziik, ha van
olyan (y° a?), hogy (x,y° a?, 3) kielégiti a egyenl6tlenség rendszert.
Nevezziik az X erds halmazt mazimdlisnak, ha egyetlen erés halmaznak sem
valodi részhalmaza. Jeloljiik az A halmaz konvex burkat con(A)-val, az erds
halmazok (véges) halmazat (2-val és legyen N(A) = con(A) x H(A).

4.13. tétel. £ = Uxcq N(X).

Bizonyitds. Legyen (x,y) € E. Rogzitsiikk y-t és az (x,y)-hoz tartozo a-t.
A tétel szerint x optimdlis megoldésa a @ feladatnak ((4.9) feladat),
és a ) (amely most egy LP) X optimalis csicspontjainak konvex linearis
kombinacioja pozitiv silyokkal. Ebbdl és H(X) definiciojabol kovetkezik,

hogy

(x,y) € Uxcacon(X) x H(X) = Uxca N(X).

Legyen most (x,y) € N(X) = Uxcqcon(X) x H(X), tovabba x =
AMXyp+ oo+ XX, Aj >0, 7 =1,...,s. Az X = {x3,...,%,} halmaz erés,
mivel a H(X) definici6ja miatt (x;,y) € E. Minden x;, a megfelels [;-vel
megoldasa a @ feladatnak rogzitett (y, ) mellett és igy ezek konvex linearis
kombinacioja is megoldasa Q-nak, ami azt jelenti, hogy (x,y) € E. Il

Nevezziik azokat az X erGs halmazokat mazimadlisnak, amelyekhez nincs
olyan Z O X, hogy N(X) C N(Z), és jeloljiik €-vel a maximalis erds
halmazok osztalyat. Ekkor a [4.13] tételben Q-t €'-vel lehet helyettesiteni

(lasd a feladatot).
Az alabbi allitasok bizonyitasat az olvaséra bizzuk:

1. Ha X és Z két kiilonb6z6 maximalis erés halmaz, akkor N(X)NN(Z) =
0 (1asd a[4.6] feladatot).

2. Ha X maximalis er6és halmaz, akkor N(X) maximalis Nash-halmaz
(lasd a[d.7 feladatot).
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Eddigi eredményeinket Ossze is foglalhatjuk a kévetkezéképpen:

4.14. k6vetkezmény. A bimdtriz-jatékok egyensilypontjainak halmaza disz-
Jqunkt konvex poliéderek egyesitése. Ezek a poliéderek mazximdlis Nash-halmazok.

Bizonyitds. Lasd a[1.9 feladatot. O

4.4. Feladatok

4.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha X,Y nemiires halmazok, és f : X x
Y — R korlatos fiiggvény, akkor

inf sup f(z,y) > sup inf f(x,y).
yey xe)gf( v) = xe)g yEYf( v)

4.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy annak sziikséges és elégséges feltétele,

hogy az x valoszintiségi vektor az A szimmetrikus matrixjatékban optimalis

stratégia legyen az, hogy fennalljon az Ax < 0 egyenl6tlenség.

4.3. feladat. Legyen A > 0 egy m X n-es matrixjaték, és legyen

0m><m A _]—m
S=| —-AT 0., 1,
1T 1T o

Bizonyitsuk be a kovetkezGket:

1. Ha z = (u,v,\), ahol u € R™, v € R" az S matrixjatek NFE P-je,
akkor A € (0,1).

2. Ha ¢ = %, akkor %u a sorjatékos, %V az oszlopjatékos egyenstlyi
stratégiaja az A matrixjatékban, és < a jaték értéke.

3. Ha (x*,y*) az A matrixjaték egyenstlyi stratégiaparosa, és v a jaték
értéke, akkor z* = in (x*,y*,v) az S matrixjaték egyensilyi stratégi-

aja.

4.4. feladat. Bizonyitsuk be a tételt.

4.5. feladat. Mutassuk meg, hogy ha (x,3) az S cstucspontja, akkor nincs
olyan v # 3, hogy (x,7) is csucspontja S-nek.

4.6. feladat. t Bizonyitsuk be, hogy ha X és Z két kiilonb6z§ maximalis
er6s halmaz, akkor N(X)NN(Z) = 0.
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4.7. feladat. 7 Bizonyitsuk be, hogy ha X maximaélis erds halmaz, akkor
N(X) maximalis Nash-halmaz.

4.8. feladat. Mutassuk meg, hogy a tételben © Y-re cserélhetd.
4.9. feladat. Bizonyitsuk be a |4.14] kovetkezményt.

4.10. feladat. Valasszuk egy A m X n-es matrix minden elemét véletlensze-
riien, egymastol fiiggetleniil ugyanazon folytonos eloszlas szerint. Hatarozzuk
meg annak a valoszintiségét, hogy A-nak van nyeregpontja. Mi ennek a va-
l6szintisége ha min{m,n} — oc?



5. fejezet

Racionalizalhat6sag és egyensuly

Ebben a fejezetben a Nash-egyenstuly altalanositasaival és sziikitéseivel foglal-
kozunk a véges jatékok és ezek kevert bgvitésének keretében. Az altalanositas
béviti a lehetdségeket valamilyen kivant stabilitas elérésére, mig a sziikités
az intuitiven nem elég vonzdé N EP-ek kisziirésére szolgal. A tovabbiakban
a jatékosok tiszta stratégiait cselekvéseknek (akcioknak) nevezziik, igy egy
véges jatékot (és annak kevert bovitéset) a G = {N, (A:)ien, (fi)ien} szim-
bolummal jeloliink, ahol NV a jatékosok véges halmaza, A; az i jatékos cse-
lekvéseinek véges halmaza, f; pedig a valds értéki kifizetéfiiggvénye, amely
a cselekvésprofilok A véges halmazan (A = X;cyA;) van értelmezve.

5.1. Racionalizalhatbsag

A dontéselméleti irodalom terminolégidja szerint a raciondlis dontéshozok,
definici6 szerint, a lehetséges alternativak koziil a szdmukra maximélis hasz-
nossagut, bizonytalansag esetén pedig a maximalis varhato hasznossagit va-
lasztjak. Ez utobbi esetben a vilag allapotainak egy valosziniiségeloszlasat
hasznaljak a varhat6 hasznossag kiszamitasahoz. A leggyakrabban ez a valo-
szintiségeloszlas a dontéshozo véleményét reprezentald Gn. szubjektiv valoszi-
niségeloszlds. Egy adott esemény bekdvetkezésének szubjektiv valoszintiségét
az adott esemény bekdvetkezésébe vetett hit mér§jeként értelmezziik.
Jatékelméleti osszefiiggésben tekinthetjiik gy, hogy a dontéshozok a jaté-
kosok, és szamukra, mivel nem tudjék befolyasolni, a tobbi jatékos cselekvései
altal meghatarozott csonka cselekvésprofil alkotja a vilag allapotait. Nevez-
ziik az i jatékos egy v; szubjektiv valoszintiségeloszlasat az A_; = X jen (i} A4;
csonka cselekvésprofilok halmazén az i jatékos vélekedésének. Az i jatékos
teh&t agy gondolja, hogy a tobbi jatékos, akar akcidik dsszehangolaséaval is, a
v; valoszintiségeloszlas szerint valaszt a rendelkezésre allo cselekvések koziil.

73
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Az a; € A; cselekvés legjobb vdlasz a v; vélekedésre, ha maximalizalja a
v; valoszintiségekkel vett varhato kifizetéseket az A; (véges) halmazon. Az i
jatékost raciondlisnak nevezziik, ha a sajat vélekedése alapjan mindig legjobb
valaszt ad. Ez a fajta racionalitas koztudott, tehat az ¢ jatékos a j jatékosrol
(i # j) is felteszi, hogy csak olyan cselekvéseket valaszt, amelyek legjobb
valaszok a sajat v; vélekedése alapjan s.i.t.

Ha az 7 jatékos a tobbiekrdl is felteszi, hogy racionéalisak, akkor a sajat v;
vélekedését is racionalizalnia kell, vagyis 6sszhangba kell hozni a sajat és a
tobbi jatékos vélekedéseivel. Ezt a kovetelményt fogalmazza meg a raciona-
lizalhatosdg kdvetkezd definicidja:

5.1. definicié. Az a; € A; cselekvés racionalizdlhaté a G = {N, (A;)ien,
(fi)ien} véges jatékban, ha minden j € N-re van egy Z; C A; halmaz, hogy

1. a; € Zi;

2. minden a; € Z; cselekvés legjobb felelet a j jatékos egy olyan v; véle-
kedésére, amelynek a tamasza a Z_; (Z_; = Xpen\(;}Zk) egy részhal-
maza.

Azt mondjuk, hogy a (Z;),;en halmazok tdmogatjik az a; racionalizalha-
to cselekvést, ha a; és (Z;);en-k megfelelnek az definicio feltételeinek.
Vegyiik észre, hogy ha (Z;);en és (ZJ'»)]EN halmazrendszer tamogatja az a;
racionalizalhato cselekvést, akkor (Z;UZ;) ey szintén (lasd az feladatot).

Kiilon figyelmet érdemelnek azok a cselekvések, amelyek semmilyen véle-

kedések esetén sem lehetnek legjobb valaszok.

5.2. definicid. Az i jatékos egy a; € A; cselekvését rossz vdlasznak nevezziik,
ha nincs olyan vélekedése, amelyre az a; cselekvés a legjobb valasz.

Az igazan kifejez6 a ,sohasem j6 valasz” (never-best reply) lenne, csak a
rovidség kedvéért hasznaljuk a nem elég pontos ,rossz vilasz” elnevezést. Az
vilagos a definiciébol, hogy a rossz valaszok nem racionalizalhatoak.

A maér ismert szigorian domindldst kiterjesztjik arra az esetre, amikor
kevert stratégidk is dominalhatnak egy cselekvést.

5.3. definicio. Egy a € A; cselekvés szigortian dominalt, ha az ¢ jatékosnak
van olyan kevert stratégidja, amely szigoriian nagyobb varhato kifizetést ad
neki a tébbi jatékos barmely a_; € A_; csonka cselekvésprofilja esetén.

5.4. tétel. Eqy cselekvés akkor és csak akkor rossz felelet, ha szigorian do-
mindlt.
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Bizonyitds. Legyen G = {N, (A)ien, (fi)ien} egy véges jaték és af € A;.
Definiadljunk egy H véges zérusdsszegii jatékot, amelyben az 1. jatékos straté-
giahalmaza A;\{a}, a 2. jatékosé pedig A_;. Az 1. jatékos kifizet6tiiggvénye
legyen g(a;,a_;) = fi(a;,a_;) — fi(a;,a_;).

A jatékosok kevert stratégiait jeloljiik ki, ko-vel, az 1. jatékos varhato
kifizetését pedig E(ky, k2)-vel.

Az a} akkor és csak akkor rossz felelet G-ben, ha

minmax E(a;, ko) > 0,
ko a;
ami, mivel F lineéris ki-ben rogzitett ko mellett, akkor és csak akkor all fenn,
ha

minmax E(ky, k2) > 0.

S
A kétszemélyes zérusosszegl jatékok minimax tétele szerint (4.2) tétel) ez
pontosan akkor igaz, ha

maxmin E(ky, ke) > 0,
ki ko
amibdl kovetkezik, hogy van olyan k} kevert stratégia, hogy E(k}, ko) > 0
minden ko-re, vagyis ki legjobb valasz a 2. jatékos minden vélekedésére.
Ebbdl a H jaték kifizetdfiiggvényének a definicidja miatt az kovetkezik, hogy
az 1 jatékos varhato kifizetése a ki valoszintségekkel (az af valoszintiségét
0-nak vessziik!) nagyobb, mint f;(af,a_;) minden a_;-re, ami pontosan azt
jelenti, hogy az a} cselekvés szigortian dominalt. ]

Tekintsiik azt az iterativ eljarast, amelyben tetszd6leges sorrendben és se-
bességgel (1épésenként egy vagy tobb) rossz feleletet elhagyunk a cselekvés-
halmazokbol. Ez az eljaras altalanositasa a kordbban megismert eljarasnak,
amelyben szigorian dominalt stratégidkat hagyunk el minden lépésben. Az
b.4 tetel szerint most is azt csinaljuk, csak a szigort dominanciat értelmez-
ziik 4ltalanosabban. Mivel a cselekvéshalmazok végesek, és minden lépésben
legalabb egy cselekvést kikiiszoboliink, ezért az eljaras véges szamu lépésben
véget ér, vagyis olyan akci6halmazokat kapunk, amelyekben mér egyetlen
rossz felelet sincs. Legyen az igy kapott jaték G' = {N,(B;)ien, (f!)ien},
B; C A;,i € N és f! az f; megszoritasa a cselekvésprofilok x;cnB; halmaza-
ra.

5.5. tétel. B; az 1 jdtékos racionalizdlhato cselekvéseinek a halmaza minden
1 € N-re.
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Bizonyitas. Tegyiik elgszor fel, hogy az a; € A; cselekvés racionalizalha-
to, tehat valamely (Z;);en halmazrendszer tamogatja. Legyen B! a rossz
feleletek iterativ kikiiszobolése soran az i jatékosnak t 1épést tulélt” akcio-
halmaza. Béarmely t-re Z; C B! , mivel minden cselekvés Z;-ben legjobb
felelet az 7 jatékos valamely vélekedésére, igy az definicié értelmében
nem lehet rossz felelet és ezért az [5.4] tétel szerint nem szigortian dominalt
a G' = {N,(BY)ien, (f)icen} jatékban, ezért af € B,;.

Most megmutatjuk, hogy B; minden eleme racionalizalhato a By, ..., B,
halmazok tamogatasaval, i € N. B; egyetlen eleme sem szigortian dominélt,
ezért az 5.4l tétel értelmében B; minden eleme legjobb valasz a B_; csonka
akcioprofilra vonatkoz6 valamely vélekedésre. Azt kell méar csak megmutat-
nunk, hogy B; minden eleme legjobb felelet az A; teljes akcidhalmazon. Ha
a; € B; nem legjobb valasz az A; akcibhalmazon, akkor van olyan ¢ index,
hogy a; legjobb valasz a B! halmazon valamely B_;-re vonatkozo v; vélekedés
esetében, de nem legjobb valasz a B! '-en. Vagyis van olyan b; € B!™'\ B!
, amely legjobb valasz v;-re Bf‘l elemei kozott, ami ellentmond annak, hogy
b;-t, mint rossz feleletet, a t-ik iteraciéban kikiiszoboltiik. Il

A fenti tétel egyszerti kovetkezménye, hogy mindegy, hogy milyen sor-
rendben és egyszerre hany szigortian dominalt stratégiat kiiszoboliink ki,
az eredmény ugyanaz lesz. Megjegyezziik, hogy a fenti eredmények némi
matematikai-technikai nehézségek legytirésével, kiterjeszthet6k bizonyos vég-
telen akciohalmazok esetére is (lasd |Osborne és Rubinstein (1994)]).

5.6. példa. Két jatékos a kovetkezs jatékot jatssza. A két jatékos egyméstol
fiiggetleniil valaszt egy egész szamot az [1, K| intervallumban (K > 2). Az
nyer egy egységet a masiktol, akinek a valasztott szama kozelebb van a két
valasztott szam atlaganak 2/3 részéhez. Azonos tavolsag esetén mindketten
1/2 egységet kapnak. Ennek a jatéknak egyetlen racionalizalhato stratégia-
parosa van a tiszta stratégidk halmazan, amely természetesen az egyetlen
NEP.

Ennek belatasdhoz elGszor megéllapitjuk, hogy ha az els6 jatékos az x = 1
stratégiat valasztja (az 1 szamot valasztja), akkor a masodik jatékos minden
y # K valasztasa esetén hatarozottan jobban jar, mint ha az x = K szamot
valasztotta volna. Egyszert szamolassal lathatjuk, hogy az x = K valasztas
esetén mindig veszit, barmit is valaszt a méasodik, kivéve, ha y = K, amikor
is dontetlen az eredmény, de ekkor az x = 1 valasztéssal nyerhetett volna. Ez
azt jelenti, hogy az x = 1 stratégia szigorian dominélja az x = K stratégiat
és igy ez elhagyhato. A szimmetria miatt a mésodik jatékos y = K straté-
gidja is szigorian domindlt és ugyancsak elhagyhat6. Az egész okoskodast
megismételhetjiik a redukalt jatékra, ahol most mar a legnagyobb valasztha-



5.1. RACIONALIZALHATOSAG 7

to szam a K — 1. Végiil eljutunk az x = 1 és y = 1 stratégiaparoshoz, amely
az tétel értelmében az egyetlen racionalizalhato stratégiapar.

Az vilagos, hogy ha egy cselekvés valamely N EP-ben pozitiv valoszint-
séggel szerepel, akkor az racionalizdlhatd, és a N E P-et alkotd kevert straté-
gidk tamaszai tamogatjak. Fz a N EP-ek egy jellemzését is adja.

5.7. tétel. Az x = (x31,...,X,) kevert stratégiaprofil akkor és csak akkor
NEP a G véges jaték kevert bovitésében, ha tetszdleges i jdtékos csak azok-
nak a cselekvéseinek ad pozitiv valosziniséget, amelyek legjobb vdlaszok az i
jatékos x_; vélekedésére.

Bizonyitds. Legyen x kevert stratégiaprofil tetszélegesen rogzitett. Jeldlje
Vi(aF | x) az i jatékos varhato kifizetését, ha 6 a k cselekvést hasznalja, mig
a tobbiek az x kevert stratégidk szerint randomizalnak.

Sziikségesség: Tegyiik fel, hogy x egy NEP. A tétel azt allitja, hogy

(Vila; | x) > Vi(af | x)) = af = 0. (5.1)

Mivel x egy NEP, ezért az ¢ jatékos minden y; kevert stratégiajara
> alVilal | x) =Y yiVilaf | %),
k k
vagyis
> _aiVilal | %) = Vi(al | %)
k
minden k-ra; masképpen
S abvial | %) > maxVial | ).
k
ami csak tgy lehet, ha (5.1 fennall.
Flégségesség: Tegyiik most fel, hogy (5.1)) fennéll. Legyen y; az i jatékos
tetszoleges kevert stratégidja, és [ egy olyan index, hogy
Vi(a; | x) = max Vi(a; | x).
Ekkor (5.1)) miatt

> abVilal | x) = Vi(al | x)] =0,
k

amibdl azt kapjuk, hogy
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> 2iVilal | %) = Vi(aj | x) > nyV
k

vagyis x NEP. L

5.2. Korrelalt egyensily

A Nash-egyensily egy masik, fontos altalanositasdhoz vezet, és mint latni
fogjuk a racionalizalhatosiggal is Osszefiiggésbe hozhato, ha a kevert stratégia
fogalmat tagabban értelmezziik.

Legyen G = {N, (A))ien, (fi)ien} egy véges jaték. Amikor G kevert bo-
vitésérdl beszéliink, akkor legalabbis a leggyakoribb interpretacioban, fel-
tessziik azt, hogy a jatékosok egymastol fiiggetleniil, kevert stratégiajuk al-
tal meghatarozottan, véletlenszertien valasztanak tiszta stratégiat. Ezek az
eloszlasok egy valdszintiségeloszlast generdlnak az S stratégiaprofilok véges
halmazan. Ha félretessziik azt a feltételezést, hogy az egyéni randomizalasok
egymastol fiiggetlenek, akkor béviilnek a lehet&ségek: tetszéleges valoszini-
ségeloszlast hasznalhatunk S-en egy stratégiaprofil véletlenszeri kivalaszté-
sara. Ez tulajdonképpen a stratégiavalasztasok dsszehangolasa (korrelalasa),
amit ugy kell megvalositani, hogy ne kelljen valamilyen szerz6désben a jaté-
kosokat erre kotelezni, és igy a nem-kooperativ jatékok korében maradjunk.

Az egyszeriiség kedvéért kétszemélyes (biméatrix-) jatékokat tekintiink, a
tobb személyre valo kiterjesztés csak jelolésbeli kellemetlenségeket okozna,
a lényeg ugyanaz. Jeloljiikk az els§ (sor-) jatékos cselekvéseinek halmazat
I-vel, a mésodik (oszlop-) jatékosét J-vel, az els6 jatékos kifizetéseit a;;, a
masodikét b;-vel, 1 € I, j € J. Jelolje A = [a;5] és B = [b;;] a két jatékos ki-
fizet6matrixat. Legyen p;; az (i, j) akcioprofil valasztasanak valoszintsége. A
pi; valoszintiségeket rendezziik el egy P méatrixban, amely nyilvin nem nega-
tiv és az elemeinek Osszege 1. Ezt a valoszintiségeloszlast és azt reprezentalod
P matrixot korreldlt stratégidnak nevezzik.

A véletlen valasztast valamilyen mechanizmus végzi el, amelyet egy ja-
tékvezetd miikodtet. Amint a valasztids megtortént, a jatékvezets az elsé
jatékosnak titokban, gy, hogy a masodik ezt ne tudja, javasolja, hogy az
1 akciot jatssza. Ugyanigy javasolja a mésodik jatékosnak, hogy a j akci-
Ot jatssza. A korreldlt stratégiat korreldlt egyensulynak hivjuk, ha varhato
értékben egyik jatékosnak sem érdeke a jatékvezetd javaslatat elutasitani és
valami mast jatszani, mint az éppen javasolt akcio, feltéve, hogy a masik
jatékos megfogadja a jatékvezets javaslatat.

A fentiek alapjan a korrelalt egyensilyok halmaza egyenl6 az alabbi line-
aris egyenl6tlenség rendszer 6sszes megoldésainak halmazaval:
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Dij > 0, iel, jed
Zie] Zjejpij = 1
- (5.2)
jeJ(aij —arj)pij = 0 ikel
> ier(biy —ba)pi; > 0 j,leJ

A fenti egyenlGtlenségrendszert hasznalhatjuk a korrelalt egyensily definici-
ojaként is.

5.8. definici6. A P = [p;;] valoszintségeloszlast a G = (A, B) bimatrix-
jaték korrelalt egyenstlyanak nevezziik, ha kielégiti az (5.2)) egyenlStlenség-
rendszert.

A linearis egyenlGtlenségrendszerek elméletébdl ismert, hogy a megolda-
sai konvex halmazt alkotnak. Igy a korrelalt egyensilyok konvex linedris
kombinéci6i is korrelalt egyensilyok. Ez a tulajdonsidg nyilvan nem igaz a
N E P-ekre.

Vezessiik be a kovetkezé jelolést minden ¢ € I, j € J-re:

4 = zjejpiju

ri = DicrPij
Feltéve, hogy ¢;,7; > 0, az (5.2]) egyenlGtlenségeit végigoszthatjuk veliik és
az alabbit kapjuk:

Pij .
> jeslai — akj)_,J kel

i (5.3)
> icr(bij — )22 > 0 jleld

Vv
o

A P4 annak a valoszintisége, hogy a mésodik jatékos a j stratégidjat

jatssza,q Zfeltéve, hogy az els6 az i-t, és igy tekinthet6 az els6 jatékos véleke-
désének a masodik jatékos stratégiavalasztasarol. Az egyenlGtlenségek
azt fejezik ki tehat, hogy mindkét jatékos stratégiavalasztasa maximalizalja
a sajat varhato Kkifizetését adott vélekedések mellett, ami maga a bayesi-
racionalités.

A korrelalt egyensuly valoban altaldnositiasa a Nash-egyenstlynak.

5.9. segédtétel. Ha (x,y) a G = (A,B) bimdtriz-jaték NEP-je, akkor a
pij = x:Yj, 1 € I, j € J kevert stratégiaprofil korreldlt eqyensily. Ha viszont
pij egy olyan korreldlt egyensily, amelyre fenndll, hogy pi; = wv;, © € I,
g € J valamely (u,v) valdsziniségi vektorokra (vagyis a p;; valdszindségekbil
osszedllitott P mdtriz rangja 1), akkor az (u,v) stratégiaprofil NEP.

Bizonyitds. A bizonyitast lasd az feladatban. O
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A fenti segédtétel és a korrelalt egyensily definiciojanak egyszerd ko-
vetkezménye, hogy a N FEP-ek konvex burka része a korrelalt egyensulyok
halmazanak.

5.10. példa (Gyéva nyul I1.). Tekintsiik a Gydva nyul jatékot (lasd a
példat), amelyben a kifizetSfiiggvények a kovetkez6k (N: merész (nem tér
ki), K: ovatos (kitér)). A kifizetéseket a kovetkezs tablazat tartalmazza:

2. jatékos
K N
(6,6)  (27)

1. jatékos N (7.2) (0,0)

Ekkor a korrelalt egyenstlyok halmazat leir6 egyenlGtlenség rendszer a ko-
vetkezG:

P11, P12, P21, P22 > 0

P11 + P12 + P21 + P22 =1

(6—=7)p11+(2-0pz > 0 (5.4)
(7T—6)par+(0—2)p > 0 '
(6—=T)pu1+2—=0)pyy > 0

(7T—=6)p1a+ (0—=2)pyy > 0

A harom N EP altal meghatarozott korrelalt egyensilyok:

1. pii =0, pi2 =1, pa1 =0, pee = 0;

2. P11 = 07 P12 = 07 P21 = 17 P22 = O:

4 2 2 1

~, P12 = =, P21 = 7, P22 = =

3 Pu =g 9 9 9

Szemléletes, ha a hdrom N EP altal meghatarozott korrelalt egyensuly P
matrixat is felirjuk:

114 2
0]
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Természetesen ezek 6sszes konvex kombinécidja is korrelalt egyensily, de
van olyan korrelalt egyensiily is, amely nem &llithato6 el a harom N EP altal
meghatarozott korreldlt egyensiily konvex lineédris kombinaci6javal. Konnyt
latni, hogy példaul a

1 1

1
4 b1 27 P12 47 D21 47 D22 )

méatrix formaban:

1(2 1

! [ 2 } (5.5)
korrelalt egyensuly (kielégiti az (5.4]) egyenlStlenség rendszert) ilyen (lasd az
feladatot).

A korrelalt egyensilyt nemcsak bimatrix-jatékokra, hanem akarhany sze-
mélyes véges jatékokra is lehet definidlni. A korrelalt egyensily itt is egy
eloszlas a jaték lehetséges kimenetelein. Az interpretacié teljesen ugyanaz,
mint a biméatrix-jatékok esetén: a jatékvezetd kisorsol egy tiszta stratégia-
profilt, majd minden jatékosnak javasolja a kisorsolt tiszta stratégiat, ugy,
hogy arr6l a tobbiek nem szerezhetnek tudomaéast. Ekkor egyetlen jatékos
sem tudja javitani a varhato kifizetését azzal, hogy eltér a jatékvezets altal
javasolt stratégiatol. A bayesi interpretacioé is ugyanaz, mint a kétszemélyes
esetben.

A bayesi interpretaciot hasznaljuk a korrelalt egyensily definiciojaban a
véges jatékok esetében.

5.11. definicio. Legyen G = {N, (A4;)ien, (fi)ien} egy véges jaték, és legyen

p egy valosziniiségeloszlas A = ey Ai-n. Jeloljik p(a_; | a;)-vel az A_;-n ér-

a_;, a;
telmezett olyan valoszintiségeloszlast, hogy p(a_; | a;) = p( ) '

Zb,ieA,i p(b_i, a;)
A p valoszintiségeloszlas korrelalt egyenstly G-ben, ha

Epa_jjan fi(-ai) > Ep@a_ijan fi(+, b)
minden a;, b; € A;-re, és minden ¢ € N-re, ahol Eya_, ) fi(+, a;) az f; varhato
értéke rogzitett a; mellett a p(a_; | a;) valoszintiségeloszlas szerint.

A kovetkezs tétel érdekes kapcsolatot létesit a korrelalt egyensily és a
racionalizalhatosag kozott.

5.12. tétel. Legyen P egy (A, B) bimdtriz jaték korreldlt eqyensilya. Jelélje
Zy azoknak a soroknak az indexhalmazdt, amelyekre P sordsszege pozitiv,
Zo pedig azoknak az oszlopoknak az indexhalmazdt, amelyre P oszlopdsszege
pozitiv. Ekkor minden i € Zy esetén az a; akcié (az elsd jatékos az i-ik sort
jatssza) Zy, Zy tdmogatdsdval racionalizdlhato.
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Bizonyitds. Ha i € Z;, akkor a ¢; = > p;; sorGsszeg pozitiv, és bij egy olyan
J 4d;
Pij

vélekedés, amelynek tartdja Zs-ben van, hiszen > ( pontosan akkor, ha

pij > 0. Ekkor a j oszlopdsszeg ¢; = > p;; sem lehet 0, azaz j € Z5. Ehhez

a vélekedéshez a; legjobb valasz, hiszen P korrelalt egyensily, tehat minden
k-ra

p<. p.,
D w2 )
; qi 7 4d;

Hasonl6an lathato be, hogy tetszéleges j € Z esetén a P elekedeéshez a b;
qj
akcio (a masodik jatékos a j-ik oszlopot jatssza) a legjobbvalasz a masodik

jatékos részérol. O

A korrelalt egyensilyok halmaza sokkal egyszertibb szerkezetd, mint a
N E P-eké: egy konvex poliéder. Nincs is sziikség semmilyen fixponttételre a
korrelalt egyensuly létezésének bizonyitasara, a linearis programozas dualitas
tétele (vagy ezzel ekvivalens tétel) elegendd annak bizonyitasahoz, hogy a
korrelalt egyensulyt definiald egyenlétlenség rendszernek van megoldasa.

Altalaban sok korrelalt egyensilypont létezik. Ezek koziil lehet ugy va-
lasztani (pl. a jatékvezetd valaszthat), hogy valamilyen célt reprezentald
fiiggvényt maximalizalunk a korreldlt egyenstlyok halmazan, és azt majd a
jatékvezets implementalni tudja egy megfelel§ sorsol6 eszkoz segitségével. Ha
a jatékosok hasznossagai 6sszeadhatok, akkor egy ilyen cél lehet a hasznossé-
gok Osszegének a maximalizalasa. Az igy kapott korrelalt egyensuly egyszer-
re valosit meg ,kollektiv”’ hasznossagot és stabilitast, abban az értelemben,
hogy a kollektiv ,optimum” 6nmegvalosito (self enforcing), ha a jatékosok
hajlandok a jaték szabalyait elfogadni (azt tehat, hogy a mindenki altal is-
mert eloszlas szerint sorsol a jatékvezets, és a leirt titoktartasi szabalyokat
betartjak).

Az [5.10] példaban megadott korrelalt egyensily maximalizalja a
hasznossagok 6sszegét, és err6l meggy6zddhetiink, ha a

12p11 + 9p12 + Ip2s

célfiiggvenyi és az (5.4) feltételrendszert linearis programozasi feladatot meg-
oldjuk.



5.3. TOKELETES EGYENSULY 83

5.3. Tokéletes egyensily

Nézziik a kovetkezd igazan egyszerti bimatrix-jatékot (mint rendesen, most
is a szampar elsé eleme az 1. jatékos kifizetését jelenti, aki a sorjatékos, a
méasodik eleme pedig a 2. jatékos, az oszlopjatékos kifizetése):

2. jatékos
L R

T (0.0) (5.6)

B | (0,00 (0,0

Ennek a jatéknak a tiszta stratégidk halmazan két NEP-je van: (T, L) és
(B, R). Azonban a két NEP nem azonos ,mindségti”. Nehéz olyan jatékost
elképzelni, aki nem a 1" vagy az L cselekvést valasztana, hiszen rosszabbul
semmiképpen nem jar, ha nem B-t vagy R-et jatssza a (B, R) NFEP-ben,
de jobban igen, ha a masik jatékos, akar véletleniil is (,megremeg a keze”)
eltér az egyensulyi stratégiarél. Ez az intuicioval ellentétes NEP adta az
otletet Seltennek, hogy megalkossa a tokéletes (perfect) egyensuly fogalmat
([Selten (1965)]).

Legyen G = {N, (A))ien, (fi)ien} véges jaték. Egy x stratégiaprofil telje-
sen kevert, ha x > 0.

1. jatékos

5.13. definici6. Vegyiink egy G = {N, (A;)ien, (fi)ien } véges jatékot, és egy
x teljesen kevert stratégiaprofilt. Rogzitsiink egy tetszéleges kis € > 0 sza-

mot. Az x teljesen kevert stratégiat e-tokéletes egyensulypontnak nevezziik,
ha

(Vila! | %) < Vilal | x)) = 2} <« (5.7)

fennall minden [-re, k-ra, i-re.

Egy e-tokéletes egyenstlypontban minden akciét pozitiv valoszintiséggel
hasznalnak, de csak a legjobb valaszok kaphatnak e-nal nagyobb val6szint-
ségeket. A tokéletes egyensilyt e-tokéletes egyenstlypontok hatarértékeként
definialjuk.

5.14. definici6. Az x stratégiaprofilt a G véges jaték kevert bévitése to-
kéletes egyensiulypontjinak (T EP) nevezziik, ha vannak olyan {e;} és {x;}
sorozatok, hogy

1. minden k-ra g, > 0 és klim e =0,

—00

2. minden k-ra x; e,-tokéletes egyenstlypont,
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3. lim x;, = x.
k—o0

5.15. tétel. Minden TEP NEP.

Bizonyitds. Mivel a V(aF | x) fiiggvények x-ben folytonosak, és minden x
tokéletes egyensulypontra fennall, hogy

(Viaf | x) < Vi(a; | x)) = 2} < 0= a} =0,
ami az tétel értelmében azt jelenti, hogy x NEP. O

Nem minden N E P tokéletes egyensilypont. Az . jatékban e-tokéletes
egyenstlypont csak az lehet, amelyben a jatékosok a (B, R) akcioparost e-nal
nem nagyobb valosziniiséggel alkalmazzak, és igy a (T, L) akcioparos lesz az
egyvetlen TEP. Ezzel csak azt lattuk be, hogy a T'EP valodi sziikitése a
N E P-nek, de felmeriil az az aggaly, hogy lehetnek olyan jatékok is, amelyek-
nek nincs egyaltalan T E P-jiik. Azonban ez nem fordulhat eld.

5.16. tétel. Minden véges jaték kevert bovitésének van legaldbb eqy T'E P-je.

Bizonyitds. Legyen G = {N, (A;)ien, (fi)ien} egy véges jaték, Si,...,S, pe-
dig a jatékosok stratégiahalmazai a G kevert bévitésében. Mivel ezek kom-
pakt halmazok (véges dimenzios egységszimplexek) és a TEP-et e-T EP-ek
hatarértékeként definidltuk, ezért elég annyit bizonyitani, hogy van olyan g
pozitiv szdm, hogy minden 0 < ¢ < gy-ra létezik e-T'EP.

Legyen a jatékosok lehetséges cselekvéseinek szama rendre myq, ..., m,.
Feltehetjiik, hogy m; > 2 minden ¢ = 1, ..., n-re. Legyen tovabba 0 < ¢ < %
Definialjuk a T; halmazokat a kovetkez&képpen:

TiZ{Xz‘GSHXiZmZ__l
A fenti halmazok nem iiresek, kompaktak és csak teljesen kevert stratégiakat
tartalmaznak. Definidljunk minden i-re egy F; : x}_,T — T; pont-halmaz
leképezést a kovetkezd képpen:

Fi(x) = {y: € T; | (Vila | x) < Vi(a; | x)) = yf <& k1 <mi}.

Barmely x stratégiaprofil esetében F;(x) egy konvex poliéder (véges szami
egyenlGtlenség definialja).

Most azt mutatjuk meg, hogy Fj(x) nem iires. Legyen z* = 1 — ¢ egy
olyan k' indexre, amelyre V;(a¥ | x) maximélis az A; akciohalmazon (a¥ az
k €

i jatékos egy legjobbvélasza az x_; csonka stratégiaprofilra) és 2z = —
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minden k£ # k'-re. Ekkor z; egy teljesen kevert stratégia és z; € T;. Ehhez
csak azt kell latni, hogy zf' =l-e2> =, ami az € < mg@—_l < % feltétel
miatt fenndall. Tehat z; € T; minden ¢ =1,...,n -re.

Végiil a V;(a¥ | -) folytonossédga miatt az F; halmazértéki leképezés feliil-
16l felig folytonos (lasd az[5.4] feladatot).

Legyen most F/(x) = x!",F;(x) minden x € T' = x? T;-re. Az FaT
halmazt a 27-re képezi és kielégiti a Kakutani-fixponttétel minden feltételét,
tehat van fixpontja, vagyis van olyan x(¢), hogy x(¢) € F(x(¢)). Ez azt
jelenti, hogy x(¢) egy e-TEP. O

5.17. példa (Aruhazlanc jaték IV.). Tekintsiik a példaban targyalt
Aruhazlanc jatékot. Ennek a normal forméja a kovetkezs:

B
) m
N h (0,0) (5,1)
b (9/4,9/4) (5,1)

Hatarozzuk meg ennek a jatéknak a T'E P-jeit!

A Nagyaruhaz = valoszintiséggel harcol, 1 — z-el belenyugszik az j hely-
zetbe. A Belépd y valoszintiséggel 1ép be a piacra és 1 — y valdszintiséggel
marad a piacon kiviil. Legyen (z(ex),y(ex)) egy ex-tokéletes egyensulypont.
Ekkor

Vn(h | (z(er), y(ex))) > V(b | (x(er), y(er))),

vagyis

51— ylex)) > gulen) +5(1 — y(ew)

soha nem allhat fenn. Ennek az egyenl6tlenségnek a forditottja viszont min-
dig fennall és igy az ,-T E P definicidja miatt x(ey) < ep. Masrészrol teljesiil
a

Ve(l| (z(ex), y(er))) > Va(m | (z(ek), y(er))) (5.8)

egyenlGtlenség, vagyis

9
Z(l —x(ex)) > 1,

adtalakitva

ZL’(€k) <

b

O] ot
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ami x(ey) < g miatt mindig fennall, ha ¢, elég kicsi. Az - TE P definicidja
miatt ebbdl 1 — y(ex) < ex, vagyis y(ex) > 1 — g kovetkezik. Az (5.8))
egyenlGtlenség forditottja kellGen kicsi € mellett soha sem all fenn. Ha g, —
0, akkor minden e,-TEP a (b,l) T EP-hez tart.

Vessiik ossze ezt az eredményt a [3.11} példaban nyert eredménnyel: a
fentiekben kapott TEP a jaték extenziv formaban felirt alakjanak részjaték
tokéletes egyensulypontjaval egyezik meg, ami legaldbbis ebben a jatékban
azt mutatja, hogy a két egyensulyfogalom sziikités ugyanarra az eredményre
vezetett. Ez nem véletlen, mert a két ,tokéletes egyensuly” kozott altalaban
is szoros Osszefiiggés van (lasd [Selten (1975)]).

A TFEP fogalmanak bevezetésével azonban nem feltétleniil kiiszoboliink
ki minden intuicioval ellentétes N E P-et. Tekintsiik a kovetkez6 példat.

5.18. példa. Bovitsiik ki az (5.6) matrixot egy-egy sorral és oszloppal, ame-
lyeket minden mas stratégia szigortian dominal:

2. jatékos
L C R
T (1,1) (0,0) (-
1. jatekos M (0,0) (0,0)
B ('97'9) ('77'7) ('

Lassuk be, hogy az (M, C') akciopar T'E P!
Legyen ¢ elég kicsi pozitiv szam és tekintsiik a

x(e) = (g,1—2¢,¢),

y(g) = (57 11— 257 5)
teljesen kevert stratégiaparosokat. A sorjatékos tiszta stratégidinak varhato
kifizetése ekkor:

T : —8¢
M : —Te
B: —2e-7

Elég kis e-ra mindig M a legjobb valasz, igy z1(e) < ¢, x3(e) < &, ami
tényleg fennall. A szimmetria miatt y;(e) < ¢, y3(e) < ¢ is fenndll, és igy az
(x(g),y(e)) stratégiaparos egy e- TEP. Ha ¢ — 0, akkor hatarértékként az
(M, C) akcioparost kapjuk, ami a definici6 szerint egy TEP.

Természetesen a (T, L) is egy TEP, de ezt egy méasik e-TEP sorozat
hatarértékeként allithatjuk els (lasd az feladatot).

Az intuicionk azt sugallja, hogy az egyetlen ,elfogadhaté” NEP a (T, L)
akcioparos, ami természetesen egy T'EP, de amint lattuk, nem az egyetlen.
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Miért lett egy korabban kisziirt, nem tokéletes egyensily elfogadhaté (tokéle-
tes) azaltal, hogy szigortian domindlt, ,rossz” cselekvésekkel b6viilt mindkét
jatékos akciohalmaza?

A Nash-egyensulyt tovabb lehet finomitani, bevezetve a megfeleld egyen-
sily (proper equilibrium) fogalmat (lasd [Forgo et al. (1999)|), amely mar
kisztiri az (M, C') akcioparost. Lehet azonban olyan példakat talalni, ahol
még gy is maradnak intuitiven nehezen elfogadhaté N EP-ek. Nem isme-
retes olyan &ltalanos eljaras, amely kikiiszobdélne minden esetben minden
intuici6 ellenes N E P-et.

5.4. Evoliciésan stabil egyensilyy

A NEP egy fontos finomitasa egy specialis egyensilyfogalom, amelyet evoli-
ciosan stabil eqyensulynak neveznek, mert eredetét egy biologiai alkalmazés-
nak koszonheti. Induljunk ki egy egyszert modellbdl, amelyben élglényeknek
kapcsolatba 1épnek egyméassal. Minden ilyen taldlkozaskor egymastol fiigget-
leniil ,yalasztanak” egy cselekvést az A akciohalmazbol. Ha A kiilénb6z6
viselkedésformakbol all, akkor az él6lények nem tudatosan valasztanak ezek-
bél, hanem vagy 6roklik Gseiktdl, vagy valamilyen mutacio révén kifejlédik
benniik. Feltessziik, hogy van egy f fliggvény, amely az él6lény tulélési po-
tencialjat méri, vagyis f(a,b) a tialélési potencial akkor, ha 6 egy a € A
cselekvést valaszt és egy olyan partnerrel taldlkozik a populaciobdl, amely a
b € A cselekvést valasztotta. Ha a populaciéban a potencialis ellenfelek egy p
eloszlés szerint valasztanak cselekvést A-bol, akkor egy él6lény varhato talélé-
si potencialja f(a,b) varhato értéke a p eloszlas szerint. Most tulajdonképpen
egy G = {A, A; f1, f2} kétszemélyes szimmetrikus jatékot definidltunk, ahol
fi(a,b) = f(a,b) és fa(a,b) = f(b,a), amelynek a kevert bévitése a vizsgalat
targya. Roviden egy ilyen jatékot a G = {A4; f} forméaban is meg lehet adni.

Az Fvolicidsan stabil eqgyensilypontra (ESEP) az A cselekvéshalmaz egy
a eleme a jelolt, amelynek ki kell elégitenie egy bizonyos kévetelményt, ame-
lyet informalisan gy lehet megfogalmazni, hogy a egy olyan cselekvés, ame-
lyet ha az 0sszes él6lény alkalmaz, akkor nincs esélye annak, hogy mutdnsokﬂ
alakuljanak ki. Az evoliciés folyamat idénként minden a € A cselekvés ese-
tében a populacié egy kis részét mutdnsokka alakitja, amelyek a-tol eltérd
cselekvést valasztanak. Az evolicios folyamat egyensilyban van, ha a mutan-
sok varhato tilélési potencialja kisebb, mint az ESEP altal meghatarozott
cselekvés esetében.

!Mutéans egy olyan egyed, amely tartésan egy masik cselekvést valaszt.
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Tegytik fel, hogy a populéacio € > 0 része mutans, amelyek egy a cselekvést
valasztanak, mig a tobbiek az a* cselekvést alkalmazzék. Ekkor egy mutans
1 — ¢ valoszintiséggel talalkozik egy nem muténssal és ¢ valoszintiséggel egy
masik mutanssal. Igy egy muténs varhato kifizetése (1—¢)f(a, a*)+<f(a,a),
mig a nem mutéansok varhato kifizetése (1 — ¢) f(a*,a*) + ef(a*,a). Ahhoz,
hogy a* egy ESEP legyen az alabbi egyenl6tlenség fennéllasat koveteljiik
meg:

(1—¢)f(a,a”) +ef(a,a) < (1 —¢)f(a”,a”) +ef(a”,a)

minden elég kis e-ra. Ez az egyenlGtlenség akkor és csak akkor all fenn,
ha minden a # a*esetében vagy f(a,a*) < f(a*,a*), vagy ha f(a,a*) =
f(a*,a*), akkor f(a,a) < f(a*,a). Ennek alapjan az ESEP definicidja a
kovetkezd:

5.19. definici6. Legyen G = {A; f} egy evolicios jaték. Az a* € A cselek-
vést (stratégiat) a G jaték evoluciosan stabil egyenstlypontjanak nevezziik,
ha

1. (a*,a*) a G egy NEP-je (egyensulyi feltétel),

2. f(a,a) < f(a*,a) fennall az a*-ra adott minden a # a* legjobb valaszra
(stabilitasi feltétel).

A definici6 azonnali kévetkezménye, hogy ha egy (a*,a*) cselekvéspar
szigora NEP (a*-ra a* az egyetlen legjobb valasz), akkor a* egyuttal ESEP
is. Ha tobb legjobb valasz is van, akkor a definici6 alapjan el kell dénteni,
hogy vajon egy adott NEP egyuttal ESEP is, vagy nem. Legtobbszor az
A akcidhalmaz véges szamu ,tiszta” akcio Gsszes valoszintiségi keverése. Ez a
helyzet a kovetkezd példaban is.

5.20. példa (Héja és Galamb). Allatok egy populacidjiban idénként két
allat harcol egy 1 egységet éré zsakméanyért. Mindketts viselkedhet harcosan
(H) vagy szeliden (G). Ha mindketts szelid, akkor egyenlGen osztoznak a
zsakmanyon. Ha mindketté harcol, akkor a zsakmény értéke c-vel csokken
és a maradékon egyenléen osztoznak. Ha az egyik harcos és a masik szelid,
akkor a harcos mindent elvisz. Az alabbi tablazat mutatja a kifizetéseket:

2. allat

) G | (3
1. allat I 1
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Legyen az A akcibhalmaz a G és H 0sszes valosziniiségi keverése. Ha ¢ > 1
(mindkeét allat ,tal keményen harcol”, ha harcol egyaltalan), akkor, ahogy az
kénnyen megmutathato, (1—1/c, 1/c) az egyetlen szimmetrikus N EP. Most
belatjuk, hogy ez a cselekvésparos egytttal ESEP is.

Ha mindkét jatékos x valoszintiséggel vilasztja a G cselekvést és (1 — x)
valoszintiséggel a H-t, akkor a kifizetés (barmelyik jatékosé)

%xz +z(l—x)+ %(1 —c)(1—x)?

mig, ha az els§ jatékos az (1 — 1/¢,1/c) valoszintiségekkel keveri a G és H
cselekvéseket, akkor a varhato kifizetése, ha a masodik jatékos (z,1 — x)
valoszintiségekkel keveri ezeket a cselekvéseket,

(- Dt et -0 -a)
9 CZE C.ZU 2% C Z).

A Nash-egyensilyi stratégiara barmely kevert stratégia legjobb valasz,
igy ahhoz, hogy ez a stratégia ESEP legyen, az kell, hogy minden (z,1 — x)
stratégia esetén a kovetkezd egyenltlenség fennalljon:

1 1 1 1 1 1
§x2—|—x(1—x)+§(1—c)(1—x)2—5(1—2):6—1—2564—%(1—0)(1—3:) <0

1
ugy, hogy egyenlség csak az * = 1 — — helyen legyen. A bal oldal z-nek
c

1

kvadratikus fiiggvénye, amelynek a maximuma az x = 1 — — helyen van, és
c

mivel a fiiggvény kvadratikus, minden egyéb helyen szigori egyenlGtlenség

11
all fenn és igy valoban az (1 — -, =) ESEP.
¢’ c

Van azonban olyan N E P, amelyik nem ESFE P, s6t vannak olyan jatékok,
amelyeknek nincs is EF'SE P-jik. Trivialis példa erre a konstans kifizetémat-
rix, de lehet nem trividlis példakat is adni. Nézziik a kovetkezd példat:

5.21. példa. Tekintsiik a kovetkezd bimatrix-jatékot amelyben mindkét ja-
tékosnak harom tiszta stratégiaja van, a kifizetGmatrixok pedig a kovetkezck
(a két tablazatot itt is egybe irtuk):

() (1,-1) (—1,1)
(-1,1) (a,a) (1,-1)
(1,-1) (-1,1) (o)

Az a* = (%, %,%) kevert stratégia mindkét jatékos egyetlen egyensulyi

stratégiaja, amely a jatékosoknak £ kifizetést ad. Legyen a egy tetszlleges
tiszta stratégia. Természetesen a # a*, de f(a,a) = a £ f(a*,a) = §, és
ezért a* nem ESEP.



90 5. FEJEZET. RACIONALIZALHATOSAG ES EGYENSULY

5.5. Feladatok

5.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha (Z;) en és (Z})jeN halmazrendszerek
mindegyike tamogatja az a; racionalizalhat6 cselekvést, akkor (Z; U Z;-)je N
szintén tamogatja azt.

5.2. feladat. Bizonyitsuk be az segédtételt.

5.3. feladat. Altalanositsuk az [5.12 tételt nem bimétrix-jatékokra (tetszo-
leges normal formaban adott jatékokra).

5.4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha V;(a¥ | -) folytonos, akkor az F; hal-
mazeértéki leképezés feliilrsl félig folytonos (lasd az tétel bizonyitasat).

5.5. feladat. Az példaban szerepld jatékban a (T, L) stratégiaprofil
TEP. Szerkessziink olyan e-T'E P sorozatot, amelynek hatarértéke (T, L).

5.6. feladat. Mutassuk meg, hogy a korrelilt egyensilyok halmaza konvex
halmaz.

5.7. feladat. Adjunk példat olyan jatékra, amikor két N E P konvex linearis
kombinéci6ja nem NEP.

5.8. feladat. 1 Adjunk példat olyan jatékra, amelyben legalabb egy jaté-
kosnak van legalabb egy olyan racionalizalhat6 cselekvése, amely egyetlen
korrelalt egyenstlyban sem szerepel pozitiv valoszintséggel (annak a valoszi-
niisége, hogy a jatékvezets javasolja ezt az akciot 0).

5.9. feladat. Oldjuk meg az (5.4)) egyenldtlenség rendszer és a

12p11 + 9p12 + Ipar

célfiigvénybdl all6 maximum feladatot.

5.10. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha (x,y) a G = (A, B) bimatrix-jaték
NEP-je, akkor a p;; = xy;, ¢ € I, j € J korrelalt stratégia korreldlt
egyensily.

5.11. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha P = [p;;] egy olyan korrelalt egyen-
suly, amelyre fennall, hogy p;; = uv; , @ € I, j € J valamely u, v valoszind-
ségi vektorokra (vagyis a p;; valoszintiségekbdl Gsszeéllitott P matrix rangja
1), akkor az (u,v) stratégiaprofil egy NEP.

1
5.12. feladat. Mutassuk meg, hogy a |5.10, példaban 3 [ 10

1 1] korrelalt

egyensily.
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5.13. feladat. Mutassuk meg, hogy az (5.6)). jatékban a (7', L) stratégiapa-
ros T'EP.

5.14. feladat. Mutassuk meg, hogy az (5.6)). jatékban a (7', L) stratégiapa-
ros az egyetlen TEP.

5.15. feladat. Tekintsiik a kovetkezs I' = (A, B) bimatrix-jatékot (a kevert
oy (20 (12
béviteést), ahol A = ( | 3 ), B = ( 5 0 )

1. Hatarozzuk meg a jaték sszes korrelalt egyensilyat.

2. Meghatarozhato-e ebben az esetben a korreldlt egyensiilyok halmazabol
a Nash-egyensilypontok halmaza?

5.16. feladat. Tekintsiik az alabbi biméatrix-jatékot:

2. jatékos
X Y 7
A (2,0) (1,1) (4,2)
1. jatékos B (3,4) (1,2) (2,3)
C (1,3) (0,2) (3,0)

1. Hatarozzuk meg a racionalizalhato tiszta stratégiakat mindkét jatékos
szamara az Gket tamogatod vélekedésekkel egyiitt (a tamogatd vélekedé-
sek koziil minden racionalizalhato stratégidhoz elég egyet meghatéaroz-
ni).

2. Van-e a jatéknak olyan racionalizalhaté stratégidja, amely egyetlen
N EP-ben sem szerepel pozitiv suallyal?
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6. fejezet

Nem teljes informacios jatékok

Mindeddig abban az idealizalt viligban mozogtunk, amelyben a jatékosok
mindegyike teljes egészében ismerte a jatékot, mind a stratégia halmazokat
(vagy a jatékfat extenziv forméaban adott jaték esetén), mind a kifizetsfiigg-
vényeket és mindez koztudott volt. A valésagban azonban a legtobb esetben
a jatékosoknak csak részleges informacidjuk van a jaték egyes OsszetevGirdl.
Az ilyen jatékokat nem teljes informdcios jdatékoknak nevezziik.

A jatékosok tobbnyire tobbet tudnak sajat lehetGségeikrél és céljaikrol,
mint a tébbi jatékosérodl és informaltsaguk is altaldban kiilonbo6z6. Az oligo-
poljatékban példaul az egyes vallalatok ismerhetik sajat koltségfiiggvényeiket,
de bizonytalanok lehetnek a tobbiek koltségfiiggvényeinek egyes paramétere-
ir6l. Egy politikai konfliktusban sem tudjak rendszerint pontosan a részt-
vevok, hogy mi a tobbiek motivacidja, egyes helyzeteket hogyan értékelnek,
milyen eszkozoket akarnak bevetni, stb.

6.1. A Harsanyi-modell

A nem teljes informécios jatékok kezelésére Harsanyi Janos adott elGszor al-
taldnos modszert. Az 6 megkozelitése a legelfogadottabb mindmaéig és ennek
a legegyszertibb valtozatat targyaljuk. Most is a modell alapgondolatara sze-
retnénk koncentrélni, és olyan dolgokat is példédkon, illetve speciélis eseteken
szemléltetiink, amelyeket altaldanosabban is lehetne, de csak azon az aronm,
hogy a bonyolult jelolésrendszer nehezitené a megértést.

Statikus jatékokat vizsgalunk, amelyek a

G:{Alaw-aAnafl:”"fN}

normal formé&ban adottak. A stratégiahalmazokat most cselekvéshalmazok-
nak nevezziik és ezt a jeloléssel is kifejezziik. A cselekvéshalmazok Descartes-

93
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szorzatat cselekvéstérnek, ennek elemeit pedig cselekvésprofiloknak hivjuk és
A-val, illetve a-val jeloljiik. Az i jatékos elhagyasaval kapott A_; szorzathal-
mazt csonka cselekvéstérnek, az a_; vektort pedig csonka cselekvésprofilnak
hivjuk. A stratégia kifejezést masra tartjuk fenn.

Mindazt a bizonytalansagot, informécidohianyt, ami egy nem teljes infor-
méacios jatékban el6fordulhat, azzal fejezziik ki, hogy minden jatékos tobb
Lbipusid” lehet és a lehetséges tipusok halmazait Ti,...,T),-nel jeloljiik. Az
egyszeriiség kedvéeért feltessziik, hogy ezek véges halmazok. (Példaul az oli-
gopoljatékban egy jatékos (vallalat) mikodhet alacsony, atlagos és magas
koltséggel, és igy harom tipusat tudjuk megkiilonboztetni.) Egyik alapvetd
feltételezésiink, hogy minden jatékos ismeri a sajat tipusat, de a tobbiekét
nem ismeri pontosan, ,vélekedései” (beliefs) vannak rola. Nevezziik a tipus-
halmazok Descartes szorzatat T' tipustérnek, amelynek t elemei a tipuspro-
filok. Jeldljiik T ;-vel az ¢ jatékos kihagyasaval keletkezett tipusteret (a T;
kivételével az Osszes tipushalmaz Descartes-szorzata) és ennek egy elemét t_;-
vel, amit csonka tipusprofilnak neveziink. Az i jatékos vélekedése a tobbiek
tipusarol egy p;(t_; | t;) feltételes (altalaban szubjektiv) valoszintiségeloszlas,
amely annak a valosziniisége, hogy a tébbi jatékosnak t_; a csonka stratégia
profilja, feltéve, hogy az 6 sajat tipusa t;. Az i jatékos f; : AxT — R
kifizets fiiggvénye egy cselevés- és tipusprofilhoz rendel egy valds szamot.

6.1. definici6. Egy G5 nem teljes informacios jaték bayesi formdjinak ne-
vezziik a cselekvéshalmazok, a tipushalmazok, a vélekedések és a kifizets-
fiiggvények egylittesét:

GB:{Alu"'7An;T17"'7Tn;fl7"'7fn;p17'"7pn}-

Alapvet§ feltevésiink, amelyet szokas Harsdnyi doktrindnak nevezni, hogy
van egy p a priori valoszintiségeloszlas a T tipustéren (p = p; = ... = p,),
amely koztudott, és a vélekedéseket ebbdl a Bayes-tétel segitségével szamoljak
ki a jatékosok a kovetkezSképpen:

p(tflﬁ tz)
ZSGT,Z' p(S, tl)

Ezenttl a G jatékot bayesi jatéknak nevezziik, a normél formaban pedig az
n vélekedés helyett elegendd megadni a p eloszlast:

pi(t—i | ti) = (6.1)

Gp={A,..., AT, ... T f1, ..., [n; D}

Ezek utan egy bayesi jaték ,idébeli” lefolyasat a kovetkezéképpen irhatjuk
le:
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1. A (V)életlen valaszt egy t tipusprofilt a T' tipustérbdl a p eloszlas sze-
rint.

2. V kozli az i jatékossal (1 = 1,...,n) a sajat t; tipusat.

3. A jatékosok egymastol fiiggetleniil valasztanak egy cselekvést sajat cse-
lekvés halmazaikbol, amely egy a cselekvésprofilt ad.

4. A jatékosok megkapjak az f;(a,t) kifizetéseiket, (i = 1,...,n).

Tegyiik most fel, hogy az A cselekvéstér is véges. Ekkor az elgbb leirt jaték
egy nem tokéletes informacios extenziv jaték, pontosan olyan, mint amilyet
a3 fejezetben targyaltunk. Az informacios halmazokat az a feltételezésiink
jeloli ki, amely szerint minden jatékos ismeri a sajat tipusat, de nem ismeri
a tobbiekét. Minden jatékosnak annyi informéciés halmaza van, amennyi
tipusa.

Ebben a jatékban az i jatékos s; stratégiai minden egyes informécios
halmazban el6irnak egy cselekvést, tehat ezek a sajat tipushalmazon ér-
telmezett fliggvények, amelyeket normalizdlt stratégidknak neveziink. Az
s = (s1,...,8,) stratégia profilhoz tartozo kifizetések pedig a p a priori ti-
pusprofil eloszlassal szamolt varhato kifizetések:

hi(s) = fi(s1(tr), .., su(tn), t)p(t).

teT

Ha S1,...,S, a jatékosok igy definialt stratégia halmazai, akkor a

Gy ={S1,...,Sp, b1, by}

forméaban adott jatékot normdl formdban adott bayesi jdtéknak nevezziik.
Egy norméal formaban adott bayesi jatéknak a Nash-egyensilypontjait
hivjuk bayesi Nash-egyensilyponinak (BNE). A BNFE tehat egy olyan s* =

(s7,...,s") stratégiaprofil, amelyre fennéllnak az alabbi egyenlGtlenségek:

Z fi(si(tl)v R S:—l(ti—1)7 S;‘K(ti)v S;‘k—i-l(tz’-&-l)v R S:L(tn>7 t)p(t) >

teT
Z fi(si(tl)a s 75:—1<ti*1)7 Si(ti)v 3:+1(ti+1)7 R SZ(tn)7 t)p(t),
teT

minden s; € S; és minden ¢ = 1,...,n esetében, aminek elégséges feltétele

az, hogy
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Z fi(si<t1)v s 75:—1(@?1)7 Sj(ti% 5;—1 (ti+1)v s 752<tn)7 t)p(t) >

teT
Z fi<5>{(t1)7 R S;‘kfl(ti—l)7 ai, S:Jrl(ti-l-l)? s 78’:,<t”)7 t)p(t),
teT
fennalljon minden a; € A; cselekvésre és minden i = 1,...,n-re. Ha behe-

lyettesitjiik ebbe az egyenlGtlenségbe a (6.1)) dsszefiiggésbdl p(t)-t, akkor azt
kapjuk, hogy rogzitett t;,-re a] = sf(t;) maximalizalja a

> filsit), sy (tia), as si(tin), - silta), tp(bi | ) (6.2)

t_,eT_;

fiiggvényt az A; halmazon. Ez azt jelenti, hogy az ¢ jatékos tudvan sajat
tipusat, a sajat vélekedésével szamitott varhato kifizetését maximalizalja a
sajat cselekvéshalmazan (ami a bayesi racionalitas). Ugyanakkor, ennek fon-
tos praktikus kovetkezménye is van. Ez teszi lehetévé, hogy a bayesi Nash-
egyensuly keresése kozben sziikithetjiik a sz6ba johets fiiggvények halmazat,
mert a maximalizaldst nem az Gsszes fliggvényre, hanem csak a fiiggvényér-
tékekre kell elvégezni. Ez igazan akkor hasznos, mint a késGbbiekben latni is
fogjuk, ha végtelen tipustérrel dolgozunk, amikor is lehetetlen minden fligg-
vényt vizsgalni, mint széba johetd cselekvés-sajat tipus fiiggvényt.

A BNFE létezésének bizonyitasa soran hasonlé problémakkal szembesii-
liink, mint a teljes informaci6s, normal formaban adott jatékok esetében. Itt
is a véges eset a legegyszeriibb, mivel a normal forma egy véges jaték, amely
kevert bovitésének a[2.16 tétel értelmében van egyensilypontja. Természe-
tesen itt is preferaljuk a tiszta egyensilypontokat, amelyek létezését konkrét
esetben a feladathoz igazitott eszkdzokkel probaljuk meg bizonyitani.

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha az ¢ jatékos tudja, hogy mi a sajat tipusa,
miért kell térédnie azzal, hogy mit tenne, ha valamilyen masik tipust lenne.
Az vilagos, hogy azzal kell szdmolnia, hogy mit cselekszenek a tobbiek. Ez
azonban fiigg attol, hogy 6k mit gondolnak arrél, hogy az i jatékos milyen
tipust és ennek fiiggvényében mit fog cselekedni. Igy akkor, amikor kideriil
az 1 jatékosrol, hogy 6 milyen tipusi, és el kell hatdroznia mit cselekedjék,
azt is figyelembe kell vennie, hogy mit tett volna, ha valamelyik masik tipust
lenne.

A vélekedések hasonlé rangsorat lehet felallitani ebben az esetben is, mint
a koztudott racionalitis esetében. Egy jatékosnak nemcsak arrél lehet véle-
kedése, hogy milyen tipusiak a tobbiek, hanem arrol is, hogy mi a tobbiek
vélekedése az 6 vélekedésérsl, és kiilonboz6 tipusinak tekinti a kiilonb6z6



6.1. A HARSANYI-MODELL 97

vélekedéstieket is. Ennek a probléménak a preciz matematikai kezelése meg-
haladja a jegyzet kereteit.

A Harséanyi-doktrina bevezetésénél az eddig leirtak fényében logikusabb
lenne, ha a bayesi racionalitdsbol indulnank ki, amelyhez az kell, hogy minden
jatékosnak legyen egy vélekedése (egy feltételes eloszlas a csonka tipustéren)
és feltételezziik, hogy van egy olyan a priori valészintiségeloszlas a teljes ti-
pustéren, amelybdl a Bayes-tétel alapjan megkaphatoak az egyes jatékosok
vélekedései. Maga Harsanyi igy jart el, és a vélekedéseket konzisztensnek
nevezte, ha van ilyen a prior: valoszintiségeloszlas és az egyértelmid. Ez ugy
is megfogalmazhato, hogy minden jatékos ugyanazt az a priori valoszint-
ségeloszlast rendeli a tipustérhez, amit kézds a priori eloszldsnak (common
prior) is nevezhetiink. Ennek a létezése igen altalanos feltételek mellett bi-
zonyithato (lasd [Harsanyi (1967-68)]). A formalis bizonyitas elég bonyolult,
de Harsanyi kovetkez6 intuitiv érvelése elég meggy6z06.

Mivel olyan modellel dolgozunk, amelyben az egyes jatékosok tipusai csak
a kifizetdfiiggvényeket befolyasoljak, gondolhatunk a tipusokra gy, mint pa-
ramétervektorokra, amelyek az a prior: eloszlasukkal objektive meghatéaro-
zottak, de a jatékosok aszimmetrikus informaltsaga miatt az egyes jatékosok
vélekedései, a posterior valoszintiségek, kiilonboz6ek lehetnek. Igy ha a jate-
kosok vélekedései nem konzisztensek, akkor modellezési hibat vétettiink, amit
persze kizarhatunk, mert ilyen szempontbhol egy ,idealis vildgban” mozgunk.
Ennél bonyolultabb a helyzet, ha nem egy objektiv paramétertérrsl van szo,
hanem a jatékosoknak lehet vélekedésiik a tébbiek tudasarol és informaltsa-
garol is. Ezzel az esettel itt nem foglalkozunk.

6.2. példa (Harsanyi példaja). Két jatékos, A és B jatszik egy kétszemé-
lyes zérusosszegil jatékot. Mindkettének két tiszta stratégiaja van: vagy
(K)eményen, vagy (P)uhan viselkedik egy adott konfliktus helyzetben (pl.
hideghaborts fegyverkezési versenyben). Mindkét jatékosnak két tipusa van:
(E)rés vagy (G)yenge. Mindketten tudjak sajat magukrol, hogy a tipusuk
E vagy G, de a masik tipusarol csak vélekedéseik vannak. A vélekedések az
alabbi a priori eloszlasbol szarmaztathatoak a Bayes-tétel segitségével (t4 az
A, tp a B jatékos tipusat jeloli):

B jatékos
tB :E tB :G
ty=F 0.4 0.1

Ajatekos " o | g 0.3

Ebbdl szamolhatoak a vélekedések (feltételes eloszlasok):
Az A jatékos vélekedése:
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tp=F tp=0G
P((tB =F vagy G)|tA = E) 0.8 0.2
P((tp = E vagy G)|ta = G) 0.4 0.6

A B jatékos vélekedése:

‘ P((ta = FE vagy G)|tg = E) P((ta = E vagy G)|tp = G)
ta=F 0.67 0.25
ta=G 0.33 0.75

Az A jatékos kifizetéseit minden lehetséges tipusparra az alabbi négy méatrix
mutatja (B kifizetései ezeknek a —1-szeresei):

(E,E)| K P
K |2 5
P | -1 20

(E,G)| K P
K |—-24 -36
P 0 24
(G,E)| K P
K |28 15
P |40 4
(G,Q)| K P
K |12 20
P 2 13

Az A jatékos normalizalt stratégiai a bayesi jatékban:
o y5K . K ha az A jatékos E, K ha az A jatékos G,
e yXP : K, ha az A jatékos E, P ha az A jatékos G,
o y7K P haaz A jatékos E, K ha az A jatékos G,
o 4P . P haaz A jatékos E, P ha az A jatékos G.
A B jatékos stratégiai:
o KK K ha a B jatékos E, K ha a B jatékos G,

o 2P K haa B jatékos E, P ha a B jatékos G,
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o K. P haa B jatékos E, K ha a B jatékos G,

o PP P haa B jatékos E, P ha a B jatékos G.

A normal formaban az A jatékos kifizetématrixa (A B jatékosé itt is ennek
a —1-szerese) a kovetkezd:

ZKK ZKP ZPK ZPP

KKT 76 88 62 7.4
EP1 70 91 1.0 3.1
PK1 88 136 14.6 194
yR K1 82 139 94 15.1

e

Példaul az (y5F, 2KE) stratégiaparos kifizetése:

(0.4)2 4 (0.1)(—24) + (0.2)(40) + (0.3)2 = 7.0.
Léathatjuk, hogy a kifizeté métrixnak van nyeregpontja és igy a (y7%, 2K5)
stratégiaparos BN E, vagyis az A jatékos Puha, ha 6 maga Erés, és Kemény,
ha ¢ maga Gyenge, mig a B jatékos minden esetben Kemény. A varhato
kifizetés 8.8.

A jatékot, mint egy teljes, de nem tokéletes informacios extenziv forma-
ban adott jatékot a [6.1] abran lathatéd jatékfa szemlélteti. Az informaécios
halmazokat a szokasos modon, a BN E stratégidkat pedig vastag vonalakkal
jeloltiik.

Tegyiik most fel, hogy az A jatékos Erés. Ekkor a K és P cselekvései-
nek a varhato kifizetéseit az A jatékos vélekedéseivel, mint valoszintiségekkel
szamolva a B minden lehetséges stratégiaja mellett a kovetkezd tablazat mu-
tatja:

‘ JKK ,KP ,PK PP
K|-32 —-56 —0.8 —3.2
P|-08 4.0 16.0 20.8

Példaul az elsé sor els6 elemét a (0,8)2 4 (0,2)(—24) = —3.2 szamolassal
kaptuk.

Ha a B jatékos a 2% BNE stratégidjat jatssza, akkor a P cselekvés a
legjobb az A jatékos szamara, amelyet egyébként a sajat stratégiaja a BN F-
ben szaméara amugy is elsir: Ha Erds vagy, legyen P a cselekvésed! Igy
ezen a konkrét példan is latjuk a bayesi racionalitis érvényesiilését a bayesi
egyensilyban. Hasonlé szamolassal vizsgalhatjuk meg azt az esetet, amikor
az A jatékos Gyenge és mindkét esetet a B jatékos mindkét tipuséra is. A
6.2 abran lathatjuk azt a jatékfat, amely abban a dontési pontban kezdddik,
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A jatékos

| /

B p P o
urswmwnwieiE T RY

Az A jatékos
25 -1 20-24 -36 0 24 2815 40 4 12 202 13 kifizetése

6.1. 4bra. Harsanyi példaja

ahol mar tudjuk azt, hogy az A jatékos Erds. Itt is vastag vonalak jelzik az
egyensilyi stratégidkat.

6.2. A korrelalt egyensiily, mint bayesi egyenstlyy

Egy korabbi fejezetben mar megismerkedtiink a korrelalt egyensullyal. Most
egy méasik modell keretében vizsgaljuk meg ugyanazt a problémat.

Tekintsiik a G = (A, B) biméatrix-jatékot, ahol A és B m x n-es matrixok.

Rendeljiink hozza a jatékosok minden tiszta stratégiajahoz egy-egy tipust.
Az A jatékos tipusai legyenek Ay, ..., A, a B jatékosé By,..., B,. Legyen
(P11, - -+, Pmn) €gy a priori eloszlas a tipustéren, amelynek most mn eleme
van. A jatékosoknak m illetve n cselekvésiik van: A valaszt egy sort, B
egy oszlopot. Barmely tipuspar esetén a kifizetéseket az A és a B méatrixok
adjak. Ezekkel az adatokkal egy nem teljes informécios jatékot definidltunk.
Tekintsiik azt a stratégia parost és nevezziik megfelelési stratégianak a bayesi
normél formaban, amely szerint az A jatékos az i cselekvést vélasztja, ha
A; tipust (i = 1,...,m) a B jatékos pedig a j cselekvést, ha B; tipusi
(j =1,...,n). Neézziik meg, hogy mi a feltétele annak, hogy ez a stratégia
profil BN E legyen!

Tegyiik fel, hogy a Véletlen az A;, B, tipuspart valasztotta. Ennek a
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(E,E),(E,G)

E G ta
0.8 0.2

Q( w A jatékos

K/ \P K/ \P

=F

B jatékos

Azkf}iggfgfeos 2 5 -1 20 -24 -360 2

6.2. abra. Harsanyi példaja II.

valoszintisége p;;. Ha az A jatékos A; tipusi, akkor A vélekedése a B jatékos
tipusairol:
/ Dij
TP
feltéve, hogy a nevez6 nem nulla, amit batran feltehetiink. Ahhoz, hogy a
megfelelési stratégia paros BN E legyen az kell, hogy az ¢ jatékosnak ne érje

meg az i cselekvésrdl attérni barmelyik masik & cselekvésre, vagyis a (6.2)
egyenlGtlenségnek megfelelGen

Zp;jaij > Zpgjakj
J J

egyenlGtlenségnek fenn kell allnia minden i-re és k-ra, vagy ami ezzel ekviva-
lens, mivel a (6.3) formulaban a jobboldal nevezdje nem fiigg j-t6l,

Zpijaij > Zpijakj (6.4)
J J

minden i-re és k-ra. Ugyanezt felirva a B jatékosra, azt kapjuk, hogy ahhoz,
hogy a megfelelési stratégia paros BN E legyen, fenn kell allni a

Zpijbij > Zpijbis (6.5)

egyenl6tlenségnek minden j-re és s-re. Vilagos, hogy ha fennallnak a (6.4)
és egyenl6tlenségek, akkor a megfelelési stratégiaparos ey BNE. A
(P11, - -+, Pmn) a priori eloszlas pedig pontosan az alfejezetben definialt
korrelalt egyenstly.

(6.3)
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A korrelalt egyensily nem teljes informacios jatékként vald értelmezése
azért érdekes, mert ramutat arra, hogy a korrelalt egyensiily tulajdonképpen
a bayesi racionalitas kifejezése egy specialis modell keretében. Vegyiik észre
a NEP és a BNFE kozotti osszefiiggést: A N EP esetében az ¢ jatékos tudja
(100 szazalékig biztos benne), hogy milyen csonka cselekvésprofilt akarnak
a tobbi jatékosok jatszani és igy maximalizalja a sajat kifizetését. A BNE
esetében nem tudja biztosan, de van egy (t6bbnyire szubjektiv) vélekedése
arrol, hogy mire késziilnek a tobbiek és a varhato kifizetését maximalizalja.
Meg lehet figyelni, hogy a legtobb jatékban a jatékosok a valdsdgban tényleg
igy gondolkodnak. A legtobb dontéselméleti modell a bayesi racionalitast
axiomakeént kezeli.

6.3. Végtelen tipustér

Sok olyan alkalmazas van, majd latunk erre példat is, ahol a cselekvéstér
és/vagy a tipustér nem véges és nagyon kényelmetlen lenne véges terekkel
kozeliteni. A Harsanyi-modell erre az esetre elvben konnyen kiterjeszthetd,
hiszen a bayesi jaték normal formajaban csak annyi valtoztatasra van sziik-
ség, hogy a p a priori eloszlast, amelybdl a jatékosok vélekedéseit a Bayes-
tétel segitségével kapjuk, végtelen tipustéren kell értelmezni. Ha csékkenteni
akarjuk a matematikai nehézségeket, akkor célszert csak véges dimenzios ti-
pustereket (tobbnyire n-dimenzios téglakat) és az ezeken definialt folytonos
eloszlasokat tekinteni.

Amit a végtelen cselekvés és/vagy tipustér esetében elvesztiink, az az
extenziv forma szemléletessége. Ezen feliill még arra is kell iigyelniink, hogy
a stratégidk, mint a lehetséges tipusokon értelmezett fliggvények, még ha csak
egy intervallumon is vannak definidlva, akar a ,legvadabb” tulajdonsaguak is
lehetnek. Ezért a BN E-ket altalaban egy sziikebb fiiggvényosztalyban (pl.
linearis fiiggvények, differencialhato fiiggvények, folytonos fiiggvények stb.)
keressiik, valamennyi BN E meghatarozasa még a legegyszeriibb esetekben
is szinte lehetetlen feladat. Annak szemléltetésére, hogy hogyan lehet kezelni
végtelen cselekvés és tipustérrel rendelkezd nem teljes informacios jatékokat,
két példat vesziink.

6.3. példa (Nemek harca II.). Tekintsiik a korabbiakban méar vizsgalt Nemek
harca jatékot (lasd az[1.4] példat). Jancsi és Juliska tiszta stratégidit (Opera,
vagy Kosarmeccs) és kifizetéseit az alabbi tablazat mutatja (az els6 szam
Jancsi kifizetése):
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Juliska

K O

. K (2,1) (0,0)
Janest o 1 0,00 (1,2)

Valtoztassuk meg a kifizetéseket egy kicsit. Noha Jancsi és Juliska elég jol
ismerik egymast, de azért nem teljesen biztosak a masik kifizetéfiiggvényé-
ben. Juliska az Operat 2+ t,, mig Jancsi a Kosarmeccset 2+t hasznossagra
értékeli, ahol t; és ty a [0,z] intervallumon definialt, fiiggetlen, egyenletes
eloszlast valdszintiségi valtozok, = pedig egy kis pozitiv szam, ami koéztu-
dott. A tobbi kifizetések valtozatlanok. Jancsi tudja tq-et, de to-r6l csak az
a vélekedése van, hogy egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [0, z] in-
tervallumon. Juliska informaltsaga és vélekedése hasonlo: tudja to-t, és ugy
vélekedik t1-r6l, mint Jancsi to-r6l.

Most mar minden Osszetevije megvan a bayesi jaték normal forméjanak:

e mindkét jatékos (véges) cselekvés halmaza: {O, K},
e mindkét jatékos tipus halmaza: [0, z],
e a vélekedések a priori eloszlasa: egyenletes a [0, z] x [0, z] négyzeten,

e 2 kifizetések az alabbiak:

Juliska
K O
. K (24 t1,1) (0,0)
Jancsi o (0,0) (1,2 + 1)

Tegyiik fel, hogy Jancsi egy olyan s; stratégiat jatszik, amely szerint K
a cselekvése, ha t; meghalad egy c; kritikus értéket, egyébként pedig O a
cselekvése. Ugyanigy Juliska sy stratégidja: O-t jatssza, ha t, meghalad egy
co kritikus értéket, egyébként K-t jatssza.

Tegyiik fel, hogy Juliska az s, stratégiat jatssza. Ekkor, ha Jancsi va-
lasztasa K, akkor az 6 varhato kifizetése %(2 + t1), ha pedig a valasztasa

Cy < . . ) )
O, akkor 1 — =y Igy Jancsi szamara a K cselekvés valasztasa akkor és csak
akkor optimalis, ha

h>"-3=c (6.6)
Co
Hasonlo modon szamolhatjuk ki, hogy Juliska szaméra az O cselekvés valasz-

tasa akkor és csak akkor optimalis, ha
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t2 Z E —3= Co. (67)
(&1

A és (6.7) osszefiiggésekbol azt kapjuk, hogy ¢; = ¢3 és c3+3co—x =
0, amibdl

=3+ V9+dr
B 2
és igy annak a val6szintisége, hogy Juliska O-t, Jancsi pedig K-t jatssza

B —3+V9+4x

2z

C1 = C2

1

2
Ez a valoszintiség —-hoz tart, ha x tart a 0-hoz, vagyis, ha a ,bizonytalansag”

eltinik, akkor a jatékosok az egyetlen szimmetrikus kevert stratégiat jatsszak:

. . .2
mindenki a kedvenc szorakozasat vilasztja 3 valoszintiséggel.

A [6.3] példa 4j megvilagitasba helyezi a kevert stratégidkat. A jaté-
kosoknak nem kell a sok esetben nehezen elképzelhets és fizikailag gyakran
megvaldsithatatlan sorsoldst megtartaniuk, miel6tt egy tiszta stratégiat va-
lasztanak. A fenti példaban egy tiszta bayesi stratégia diktalja, hogy mi
a teendd és tetszéleges kozel lehet jutni egy egyensilyi kevert stratégidhoz.
Ez a modell feloldja azt az ellentmondéast, hogy miért kell kevert stratégiat
alkalmazni, amikor a tObbi jatékos minden stratégidja ellen van egy tiszta
stratégia legjobb felelet. Lehet tiszta stratégidk alkalmazasaval is keverést
megvalositani agy, hogy a sajat cselekedet kivalasztasaban ne legyen semmi
bizonytalansig, és csak a bizonytalansig f6 forrésa, a tobbiek kifizetsfiiggveé-
nyeinek nem teljes ismerete maradjon meg a modellben. A kevert stratégidk
ilyen értelmezése nemcsak a fenti példdban, hanem &ltaldban is lehetséges,
mint ahogyan azt [Harsanyi (1973)] megmutatta.

6.4. példa. |Vickrey (1961)| Egy értékes targyat (kép, olajmezd, stb.) n
szamu licitalo (jatékos) akar megszerezni az eladotol. Egyedisége miatt a
targy értékét jobban ismerik a licitdlok, mint az elado, ezért célszeri arve-
résen értékesiteni a targyat. Olyan arverést vizsgalunk, amelyben mindenki
egy ajanlatot tehet lepecsételt boritékban.

fiiggvényében b; (valos szam) ajanlatot nyujt be, i = 1,...,n. A hatéaridé
lejarta utan az eladé kinyitja a boritékot, és annak adja el a targyat, aki a
legnagyobb ajanlatot tette és az ajanlat a vételi ar. Ha tobb legjobb ajanlat
van, akkor véletlenszertien valaszt egyet a legjobb ajanlattevék koziil. Fel-
tessziik, hogy az értékelések valoszintiségi értelemben fiiggetlenek egyméstol
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és az i jatékos haszna (a kifizetés) az értékelés és az ajanlat kiilonbsége:
Ji=ei —b;.

Ha a jatékosok ismernék egymas értékeléseit, akkor egy olyan G = {Sj,
ooy Suy S fn} jatékkal tudjuk modellezni az arverést, amelyben a jatékosok
stratégiahalmazai a lehetséges ajanlatok, a kifizetés pedig a haszon. Ebben

,,,,,,

///////

ajanlatot tesz és elviszi a targyat. A tobbiek mindegy, hogy mit ajanla-
nak a sajat értékelésiik alatt. (Az egyszertiség kedvéért feltettiik, hogy az
értékelések mind kiilonb6z6ek). Minden ilyen stratégiaprofil NEP.

A most vizsgalt arverési jatékban viszont az a probléma, hogy a jatéko-
sok csak a sajat értékelésiiket ismerik, a tobbiekét nem. Ha most mindenki
Gszinte, akkor a gydztes (kiilonbozs értékelések esetében!) megatkozza ma-
gat, hogy til sokat fizetett a targyért. Vilagos, hogy itt egy nem teljes infor-
macios jatékkal van dolgunk. A jatékosok tipusai az értékelésiik. Tegytik fel,
hogy a tipusok vektoranak egyiittes a priori eloszlasa kéztudott. Ekkor az ¢
licitalo varhaté nyeresége: u;(by, ..., b,) = P(b; > b;, minden j # i)(e; — b;),
ahol P(b; > b;, minden j # i) annak az eseménynek a valoszintisége, hogy az
¢ ajanlat a legnagyobb. Vegyiik észre, hogy minden licital6 varhato nyeresége
fiigeg az Osszes tobbi licitalo ajanlatatol is, ez a jaték.

A Harsanyi-modellt alkalmazva, a nem teljes informéciés jatékot teljes,
de nem tokéletes informécios jatékka alakitjuk at. Itt a Véletlen el&szor
kisorsolja a jatékosok tipusat, majd utana mindenki licital. A kifizetések a
varhato nyereségek lesznek. Ebben a jatékban minden jatékos stratégiaja
egy fliggvény, amely a sajat értékelésének fiiggvényében megadja a licitalast.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az egyes értékelések egyenletes
eloszlasu valoszintiségi valtozok a [0, 1] intervallumon. Az egyensilyi ajanlat-
értékelés fiiggvényeket a kovetkez fliggvényosztalyban keressiik:

e a szimmetria miatt feltessziik, hogy minden licitalé azonos b = B(e)
értékelés-ajanlat fiiggvénnyel szamol,

e a B fiiggvény szigortian monoton novd és folytonosan differencialhato
a [0, 1]-et tartalmazé nyilt intervallumon.

Mivel B(e) szigorian monoton névs fiiggvény, ezért van inverze: e =
V(b). Ekkor kiszamolhato, hogy P(b; > bj,j # i) = €}~' = V(b;)" ! &s
igy az i jatékos varhato haszna (a kifizetése a bayesi jatékban) u;(b;, b_;) =
V(b;))"(e; — b;). Elhagyva az indexeket u(b) = V(b)""!(e—b) az a fiiggvény,
amelynek a maximumat kell keresniink rogzitett e mellett. Az elsérendi
feltétel:
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u'(b) = (n — V(D) 2V'(b)(e — b) — V(b)" ' = 0.
Behelyettesitve ebbe az e = V(b) egyenléséget, a

(n =DV (B)[V(b) — ] = V(b)
differencialegyenletet kapjuk. Ennek a V(b) = %b fiiggvény megoldésa.

Visszatérve az eredeti értékelés-ajanlat fiiggvényhez, azt kapjuk, hogy b =
n— _

1 : . : :
B(e) = e. Visszairva az indexeket: b; = e; minden i-re.
n

Osszegezve: A fenti arverési modellben az a stratégia, amely szerint min-
n—1

den licitalo a sajat értékelésének -szeresét licitalja BN E. Vegyiik észre,
n
hogy n noévekedésével, az egyensiilyi stratégia egyre kozelebb keriil az ,igaz-

mondashoz”.

6.4. Feladatok

6.1. feladat. A mdsodik dr (second price) aukcios szabély szerint az a li-
citdlo kapja meg a targyat, aki a legtobbet kindlja érte, de csak a masodik
legnagyobb licitet kell kifizetnie. Mutassuk meg, hogy a[6.4 példaban ismer-
tetett szituaciora a mésodik ar aukcids szabalyt alkalmazva az igazmondas
(minden jatékos esetében ajanlat—eértékelés) az egyetlen BN E.

6.2. feladat. Tegyiik fel, hogy két vallalat egy piacon duopoéliumot alkot. Ha
a ket vallalat kibocsatasa qiés g9, akkor a p arat a p(q1+¢2) = 1—q1— g2 inverz
keresleti fiiggvény hatarozza meg. Mindkettd koltségfiiggvénye lineéris és a
1, ¢y egységkoltségek egymastol fiiggetlen valoszintiségi valtozok: 1/2 —1/2
valoszintiséggel a és m (alacsony és magas), ahol a < m. Mindkét vallalat
ismeri a sajat koltségét, de a masik koltségének csak az eloszlasat ismeri.

1. Hatarozzuk meg a profitmaximalizal6 véallalatok BN E-jét.

2. Milyen matematikai feltételeknek kell teljesiilniiik, hogy az eredmény
kozgazdasagilag értelmes legyen?

6.3. feladat. Tekintsiik a kovetkezs biméatrix-jatékot (gyava nyul tipusi jé-
ték):

Kitér Nem tér ki
Kitér (2,2) (1,3)
Nem tér ki | (3,1) (s,t)

2. jatékos

1. jatékos
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ahol s és t koztudott, fiiggetlen, a [0, z] intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszintiségi valtozok (rendre a jatékosok tipusai). Mindkét jatékos ismeri a
sajat tipusat, de nem ismeri a masikét. Azt is feltessziik, hogy 0 < x < 1.

Alkalmazzuk a Harsanyi-modellt és hatarozzunk meg egy bayesi Nash-
egyensilypontot. (Utmutatés: keressiik a BN E-t az olyan stratégidk kozott,
amelyek szerint az 1. jatékos kitér, ha s alatta marad egy bizonyos kritikus
c értéknek, egyébként nem tér ki, ugyanigy a 2. jatékos kitér, ha a t alatta
marad egy bizonyos kritikus d értéknek, egyébként nem tér ki)

Mi a helyzet, ha z — 07

6.4. feladat. Tekintsiik a kovetkezs bimatrix-jatékot (gyava nyul tipusa ja-
tek):

Kitér Nem tér ki
Kitér (2,2) (1,3)
Nem tér ki | (3,1) (s,t)

Mindkeét jatékos tipusa B(ator), vagy G(yava) és csak sajat maga tudja, hogy
melyik. Koztudott viszont, hogy az emberek 30%-a B, 70%-a pedig G. A
két jatékost egymastol fiiggetleniil, véletlenszertien valasztjuk ki. A B tipus
a (Nem tér ki, Nem tér ki) kimenetelt O-ra, a G tipus —1-re értékeli.

2. jatékos

1. jatékos

1. Irjuk fel ennek a nem teljes informacios jaték extenziv formajanak ja-
tekfajat.

2. Adjuk meg a normal forma tiszta stratégiait és szamitsuk ki a straté-
giaparok kifizetéseit.
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7. fejezet

Szekvencialis egyensulyy

7.1. Tokéletes bayesi-egyenstly

A nem teljes informacios jatékok bayesi Nash-egyenstlyat (a Harsanyi-modell
keretében) normél formaban adott jatékokra definialtuk eddig. Mi a helyzet
akkor, ha egy jaték természetes modellje elsGdlegesen az extenziv forméat
kivanja, és nem minden jatékosnak van teljes informacidja a jaték minden
OsszetevGjérsl?

Természetesen mindig rendelkezésiinkre all a lehetdség, hogy attérjiink
az extenziv formarol a normal forméara és a mar megismert modellt alkal-
mazzuk. Ez azonban még egészen egyszeri jatékok esetében is oridsi mé-
retndvekedéshez vezet, és elveszitjiik azt a természetes kozeget, amelyben az
eredményeinket kozvetleniil értelmezni tudnank.

Lehet azonban egy masik utat is kovetni. Megmaradunk az extenziv for-
manal és Harsanyi modszerét kozvetlentil alkalmazzuk. Legyen tehat G egy
jaték extenziv formaban, T pedig a jatékfa. Minden valodi jatékos (a Véletlen
nem!) tipusa (ezekbdl véges szami van) a jaték lefrasanak része. Minden ja-
tékos ismeri a sajat tipusat, de a tobbiekét nem, de van a tobbi jatékos csonka
tipusprofiljair6l egy vélekedése, amely a csonka tipusprofilok halmazén értel-
mezett (szubjektiv) valosziniségeloszlas. A Harsényi-doktrina értelmében
ezek az eloszlasok a tipusprofilok terén adott a priori eloszlas peremeloszla-
sai. A méar tanultak szellemében alakitjuk at a nem teljes informacios jatékot
teljes, de nem tokéletes informécios jatékka.

Mint lattuk, a bayesi jatékokban egy dontés racionalitasa azt jelenti, hogy
minden jatékos ugy vélaszt stratégiat, hogy a tobbiek lehetséges stratégia-
ihoz egy szubjektiv valoszintiségeloszlast (vélekedést) rendel, és egy olyan
stratégiat valaszt, amelynek ezen eloszlassal szdmitott varhato kifizetése ma-
ximalis. Extenziv formaban adott jatéknal a vélekedéseket legtermészetesebb
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a dontési pontoknéal (az informacios halmazoknal) kialakitani, és ekkor a ba-
yesi racionalitds azt jelenti, hogy az adott informéciés halmazhoz rendelt
jatékos azt az élt valasztja, amely az adott informéaciés halmazhoz tartozo
vélekedésével szamitott varhato kifizetést maximalizalja. Ha az egyes in-
formacios halmazokhoz tartozd vélekedések rendszerét, a vélekedésrendszert
nem tekintjiik a jaték leirasdhoz tartozonak, akkor egész furcsa, intuicidval
ellentétes részjaték tokéletes N E P-ek is el6fordulhatnak.

Kibévitjiik a jatékfat azzal, hogy a Véletlen az adott a priori eloszlas
szerint kisorsol egy tipusprofilt. Fz 4t fogja alakitani a jaték informécios
struktirajat. Eddig egyelemi informécios halmazok tobbelemtekké valhat-
nak, hiszen az a jatékos, akinek egy ilyen 1j informaciés halmazban doénteni
kell, nem tudhatja bizonyossaggal, hogy a tobbiek milyen tipusprofiljaval ta-
lalkozik, és ezért nem tudja, hogy az informacios halmaz melyik pontjaban
van. Ebben a bdvitett extenziv jatékban a NE P-et a szokédsos modon defi-
niadljuk. Nem lesz a dolog azonban probléma mentes. Miel6tt erre ratérnénk,
nézziink egy példat.

7.1. példa (Aruhézlinc jaték V.). Bovitsiik ki a méar ismert Aruhazlanc
jatékot . példa) azzal, hogy a B vallalkoz6 két tipust lehet: tékeerds ¢
vagy nem tékeerds n és ez B dontésétdl fiigg. Az N nagy aruhaz nem tudja,
hogy B milyen tipusa. A jatékot a[7.1] abra szemlélteti.

Az egyetlen nem trivialis informacios halmaz B két tipusat tartalmazza.
A kifizetések, amelyek koziil a fels§ szam B-é, az als6 pedig N-é, azt tiikrozik,
hogy N-nek jobb egy n tipus ellen harcolni, ha drharcra keriil sor, mint egy ¢
tipus ellen, és B szdmara jobb, ha 6 maga ¢ tipusi az arharc esetén, mintha
n tipust lenne. A jaték normél forméaban:

N
b h
| (20 (0,0)
B In | (02) (01)
m | (1,3)  (13)

(I-t a belép és t6keerds, mig I-n a belép és nem tékeerds stratégiakat jelenti,
az elsG szam B, a masodik N kifizetése).

Mivel csak egyetlen részjaték van (részjaték nem kezdédhet nem trivialis
informacios halmazzal), ezért minden NEP részjaték tokéletes. Két NEP
van: az (I-t,b) és az (m,h) stratégiaparosok. Az utobbi azon a hiteltelen
fenyegetésen alapszik, hogy ha B belép a piacra, akkor NV harcolni fog.

Tegyiik most fel, hogy N-nek van vélekedése arrol, hogy mi a tipusa B-
nek. Ugy gondolja, hogy p a valoszintisége annak, hogy B tékeerds és 1 — p
annak, hogy nem tékeerds. Ezekkel a szubjektiv valoszintiségekkel szamolva
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N varhato kifizetése, ha a b stratégiat alkalmazza p-1+(1—p)-2 = 2—p, mig
ha a h stratégiat, akkor p-0+(1—p)-1=1—p. Mivel 2—p > 1—p minden p
értékre, ezért N sohasem fog harcolni. Ezért ha megkoveteljiik, hogy N-nek
legyen (barmilyen!) vélekedése B tipusarol és a bayesi racionalitast, akkor ki
tudjuk sztirni az intuicioval ellentétes masodik N E P-et.

B

S
SRS

1 1 2 3
2 0 0 1
7.1. abra. Aruhazlanc jaték V.

A fenti példaban lattuk azt, hogy milyen fontos az, hogy a jatékosoknak
legyen vélekedésiik a nem trividlis informéacios halmazokhoz rendelt jatékosok
tipusarol. Ebben a példdban mindegy, hogy mi a vélekedés, nem mindig
van azonban ez igy. Ha tébb nem trivialis informéaciés halmaz van, akkor
a vélekedéseknek konzekvenseknek kell lenniiik és konzisztens rendszert kell
alkotniuk. A konzekvenciat a ,bayesi értelemben” koveteljiik meg, de még
igy is lehetiink tobbé vagy kevésbé szigoriak. Kezdjiik néhany definicioval.

7.2. definici6. Legyen GG egy extenziv formaban adott jaték és e egy stra-
tégiaprofil. Azt mondjuk, hogy egy U informéacios halmaz az e-iton van, ha
pozitiv annak a valoszintisége, hogy a jaték eléri U-t, amennyiben a jatékosok
az e stratégiaprofilt jatsszak. Ellenkezs esetben U nincs az e-tton.

Legyen e a G extenziv formaban adott jaték stratégiaprofilja, U az 1@
jatékos olyan informaciés halmaza, amely rajta van az e-iiton, és minden
pontjabol k él indul ki. Tegyiik fel, hogy ha a jatékosok az e stratégiaprofilt
jatsszak, akkor a jaték az egyes élek mentén qq, ..., qr valoszintiséggel halad
tovabb (ezek koziil legalabb az egyik pozitiv!).

7.3. definicié. Az i jatékos U informacios halmazara vonatkozo pq, ..., pk
vélekedését konzisztensnek nevezziik, ha
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4q;j

k )
Zm:l m

A konzisztencia megkovetelése nem mond semmit arr6l, hogy milyenek
legyenek a vélekedések olyan informéciés halmazokban, amelyek nincsenek
rajta az e-uton. Ha szigorubbak akarunk lenni, akkor olyan informécios
halmazoknal is megkdveteljiik a konzisztenciat, amelyek nincsenek rajta az e-
tton, mar amennyiben ez lehetséges, hiszen ekkor a (7.1) képletben a nevezd
0 is lehet, amikor a konzisztencia értelmét vesziti.

pj = j=1,... .k (7.1)

7.4. definicié. Egy G extenziv formaban adott jatékhoz tartozd vélekedés-
rendszert szekvencidlisan raciondlisnak neveziink az e stratégiaprofilra vonat-
kozoan, ha az e-titon elhelyezked6 valamennyi informéciés halmazhoz tartozo
vélekedések konzisztensek.

Most mar készen allunk arra, hogy definidljuk a tokéletes bayesi egyen-
salyt.

7.5. definicid. Az e stratégiaprofilt és a V' vélekedésrendszert egyiitt a G ex-
tenziv formaban adott jaték tokéletes bayesi-egyensilydnak (T BE) nevezziik,
ha

1. e a G részjaték tokéletes N EP-je,
2. V szekvencidlisan racionélis e-re vonatkozoan,
3. minden jatékos bayesi értelemben racionilis.

A TBEFE kiszamitasara altaldban nem lehet hasznélni a visszafele induk-
ciot, mivel az egyensilyi stratégia fiigg a vélekedésektdl és a vélekedések is
fiiggenek az egyenstlyi stratégiaprofiltol. Konkrét jatékok esetében a TBE
tobb-kevesebb leleményességgel parosulva hozhatja meg a sikert, mint azt a
kévetkezdkben latni fogjuk.

7.2. Jelzéses jatékok

A jelzéses jatékok (signaling games) tipikus alkalmazasi teriilete a T'B E-nek.
A jelzéses jaték legegyszeriibb formajaban két jatékos van, a Felado (Sender)
¢és a Cimzett (Receiver). A jaték lefolyasa a kovetkezs:

1. A Véletlen az F egy t; tipusat valasztja ki a véges T = {t1,...,tr}
halmazbol, egy p valoszintiségeloszlas szerint,
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2. F megfigyeli sajat ¢; tipusat, majd valaszt egy m; iizenetet a lehetséges
tizenetek M = {my, ..., m;} véges halmazabol,

3. C megfigyeli az m; iizenetet (de F' tipusat nem) és valaszt egy ag
cselekvést a lehetséges cselekvések véges A = {ay, ..., ax} halmazabdl,

4. Megtorténnek az fp(t;, mj,a;) és fo(ti,m;, ax) kifizetések.

Egy egyszerii példat, ahol a T, M, A halmazok mind kételemtek, a [7.2]
abran lathatunk.

ai 3]
my F mo

t N
/| 1p N\
c v C
l-p

7.2. abra. Jelzéses jaték 1.

A munkaerd-piaci jelzéses jaték tipikus jelzéses jaték. Itt F' a munkéat
keresé dolgozo, C' a potencialis munkaado, F' tipusa az értéktermels képes-
sége, az lizenet az iskolai végzettsége, a cselekvés pedig a munkabér, amit a
munkaltatotol kap.

A jelzéses jatékban is, mint minden nem teljes informéacios jatékban amely-
ben a Harsanyi-modellt hasznaljuk, a jatékosok stratégiai a teljes magatartas
tervek a sajat tipus fiiggvényében. A abran lathato jatékban ezek a ko-
vetkezdk.

F' stratégiai:

1. Valaszd mi-et, ha V a t;-et vilasztotta, és valaszd mq-et, ha V' a t5-6t
valasztotta,

2. Valaszd mq-et, ha V a t;-et valasztotta, és valaszd mo-6t, ha V a t,-6t
valasztotta,

3. Valaszd mo-6t, ha V a ti-et valasztotta, és valaszd mi-et, ha V a to-6t
valasztotta,



114 7. FEJEZET. SZEKVENCIALIS EGYENSULY

4. Valaszd mo-6t, ha V a ti-et valasztotta, és valaszd mo-6t, ha V a t5-6t
valasztotta.

C' stratégiai:

1. Valaszd aq-et, ha F' az mq-et valasztotta, és valaszd a;-et, ha F' az
ma-6t valasztotta,

2. Valaszd aq-et, ha F' az mj-et valasztotta, és valaszd a.-6t, ha F az
mo-6t valasztotta,

3. Valaszd ao-6t, ha F' az mq-et valasztotta, és valaszd a;-et, ha F az
mo-6t valasztotta,

4. Valaszd ao-6t, ha F az mi-et vilasztotta, és vilaszd a.-6t, ha F az
meo-Gt valasztotta.

Az egyszertiség kedvéért, most csak tiszta stratégidkkal foglalkozunk. F
azon stratégiait, amelyben mindig ugyanazt az iizenetet kiildi, barmilyen
legyen a tipusa is, gyijtd (pooling) stratégidknak, azokat, amelyekben min-
den tipus esetén mas iizenetet kiild, szétvdlaszto (separating) stratégidknak
nevezziik. Tobb, mint két tipus esetében, amikor a tipusok egy legalabb két-
elemt valodi részhalmaza esetében kiildi F' ugyanazt az iizenetet, részlegesen
gytgtd (partially pooling) stratégidknak nevezziik. A fenti példaban F' els6
és negyedik stratégidja gyijts, mig a masodik és harmadik szétvalaszto.

Ahhoz, hogy a jelzéses jaték tokéletes bayesi-egyensulyat definialni és ki-
szamitani tudjuk, a jaték leirdsat ki kell egésziteni a vélekedésekkel. Miutan
C megfigyelte az m; {izenetet, kell legyen egy vélekedése arrdl, hogy vajon
melyik tipus kiildhette ezt. A vélekedés a pu(t; | m;) valoszintiségek Gsszessé-
ge, ahol

Z pult; | my) =1
;€T
fennall minden m; € M-re.
Ha adott az F' jatékos m; lizenete, akkor C' maximalizalja a varhato
kifizetését és ennek megfelelGen valasztja azt az a*(m;) cselekvést, amely
megoldasa a

flf?i\{;“(ti | my) fo(ti, my, ax)

maximumfeladatnak.
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Az F jatékos m*(t;) egyenstlyi stratégiaja legjobb felelet a C' egyensulyi
stratégidjara, vagyis a

max > feltmy,at(my))
m;€ M
maximumfeladat megoldasa.

Most méar csak a C' vélekedéseit kell a tipusok p eloszlasaval dsszehangol-
ni. Legyen m; egy olyan iizenet, amelyet az F' tipusainak egy 7; nem iires
részhalmaza kiild m*(¢;) szerint, vagyis minden ¢; € T; esetén m*(t;) = m;.
(Azokkal az lizenetekkel, amelyeket egyetlen tipus sem kiild, nem kell foglal-
kozni, mert azok nincsenek az egyenstlyi titon). A T'BE definicioja szerint
C vélekedését az alabbi képlettel kell kiszamolni:

plt | my) = s

A jelzéses jaték T BE-je (a tiszta stratégidk halmazan) tehat egy olyan
(m*(t;), a*(m;)) stratégiaparos és pu(t; | m;) vélekedés, amely a fenti kovetel-
ményeknek eleget tesz. Nincsen semmi garancia altalaban arra, hogy a TBE
létezik a tiszta stratégiak halmazan, igy a definiciot ki kellene terjeszteni a
kevert esetre is, amivel mi itt nem foglalkozunk. Az alkalmazasokban els6
sorban a tiszta stratégiak az igazan érdekesek.

A TBE meghatéarozasat a [7.2] &bran lathato jatékon mutatjuk meg. A
[7.3] abran ugyanezt a jatékot latjuk, de a jatékfa végpontjainal feltiintettiik
a kifizetéseket (az els6 érték az F', a masodik a C' jatékoshoz tartozik) és az
informécios halmazoknal C' egyel6re ismeretlen vélekedéseit (p, 1 —p, g, 1—q).

(L@W . qﬁl/ (2,1)
L R

L t N
\' (0,0)

C |4 C
v (1,0)

<o,1>%lo_p o Rl_qod\m

7.3. dbra. Jelzéses jaték II.

P
“[\D
=~
N—
N =
~
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1. El6szor megnézziik, hogy van-e olyan T'BE amelyben F' gy{ijt6 stra-

tégidja az, hogy L-et jatszik mindkét tipusa esetén. Tegyiik tehat fel,
hogy van olyan T'BE, amelyben F stratégiaja (L, L). Itt az (m’,m”)
jelolés azt jelenti, hogy F' az m' {izenetet vélasztja, ha t; tipusu, és
az m’ iizenetet valasztja, ha t, tipust. Igy C bal oldali informécios
halmaza az egyensilyi iton van és ezért a vélekedése p = % kell legyen.
C legjobb valasza barmilyen vélekedés esetén, ha F' az L-et valasztja,
u, igy F' tipusai a fels§ agon 1, az alson 2 kifizetést kapnak.

Annak meghatarozasihoz, hogy vajon F' mindkét tipusa L-et fogja-e
valasztani, meg kell nézniink, hogyan reagil C az R valasztasara. Ha
C valasza u, akkor a t; tipus kifizetése, ha R-et jatszik, 2, ami tobb,
mint 1, amennyit akkor kap, ha L-et jatszik. Ha viszont C' valasza d,
akkor az F' mindkét tipusa nagyobb kifizetéshez jut, ha L-et jatszik,
mint ha R-et jatszana. Igy, ha van olyan TBE, amelyben F stratégiaja
(L, L), akkor C' valasza R-re d kell legyen, ezért C' stratégiaja (u,d),
ahol (a’, a”) annak a rovid jelolése, hogy C az a’-t jatssza, ha F' az L-et
jatszotta és a”-t, ha az R-et.

Nézziik most C vélekedését az R-hez tartozé informacios halmaznél.
Mivel d az optimalis vilasztas ebben az informéciés halmazban, ezért
q < 2 fenn kell alljon, és igy az [(L, L), (u, d), 5, q| stratégia és vélekedés
egyiittes T'BE minden g < % esetén.

Nézziik meg most, hogy van-e olyan T'BE, amelyben F' gyiijt6 straté-
gidja az, hogy R-et jatszik mindkét tipusa esetén. Ekkor ¢ = % kell
legyen és C' legjobb vélasza R-re d, ami t; tipus esetében 0, mig t,
tipus esetében 1 kifizetést biztosit F-nek. De F' t; tipusa 1 kifizetést
is kaphat, ha L-et jatszik, mert erre C' legjobb valasza u. Ezért nem
lehet olyan TBE, amelyben F' stratégiaja (R, R).

. Van-e F-nek (L, R) tipusu szétvalaszté egyenstlyi stratégidja? Ekkor

C mindkét informéacios halmaza az egyensilyi Giton van és ezért p = 1,
g = 0. A C legjobb vilaszai ezekre a vélekedésekre rendre u és d, igy
F mindkét tipusa 1 kifizetést kap. Most mar csak azt kell ellendriz-
ni, hogy F-nek az (L, R) stratégidja legjobb felelet-e C-nek az (u,d)

P

kifizetést kap, ha R-et L-re cseréli.

Mi a helyzet, ha F' az (R, L) szétvalaszto stratégiat jatssza? Ekkor C
mindkét informéacios halmaza az egyensulyi tton van és ezért p = 0,
qg = 1. A C legjobb vélaszai ezekre a vélekedésekre rendre u és u, igy F
mindkét tipusa 2 kifizetést kap. Konnyt latni, hogy az (L, R) legjobb



7.3. FELADATOK 117

valasza F-nek a C jatékos (u,u) stratégidjara, hiszen ha barmelyik
tipus esetén is eltérne, csak 1 kifizetést kapna. Igy az [(R, L), (u,u),0, 1]
stratégia és vélekedés egylittes TBE.

7.3. Feladatok

7.1. feladat. Adjunk példat arra, hogy egy e stratégiaprofil mellett, egy V'
vélekedésrendszer nem szekvencidlisan racionélis.



118 7. FEJEZET. SZEKVENCIALIS EGYENSULY



8. fejezet

Ismételt jatékok

8.1. Altalanos modell és alapfogalmak

Mint azt koradbban lattuk, az extenziv formaban adott jatékok modellje jo
eszkoz az olyan jatékok elemzésére, amelyekben fontos szerepet jatszik az idd,
a jatékosok egyes lépéseinek sorrendisége. Féleg az utébbin van a hangsiily,
a jatékfaban kiilonbo6z6 utakon 1évé lépések idébeli dsszehasonlitasa nem ré-
sze a modellnek és mint ilyen irrelevans. Sokszor azonban az id6dimenzid
meghatarozo, hiszen fontos, hogy minden 1épés id6ben is Gsszehasonlithato
legyen. Az ilyen jatékokat gytjténéven dinamikus jdtékoknak nevezziik.

A dinamikus jatékok leirasat azzal kezdjiik, hogy rogzitjiikk az id&ska-
lat. Mi csak diszkrét id6vel foglalkozunk, feltessziik, hogy a ¢t = 0,1,2,...
id6pontokban legalabb egy jatékos ,lép” (hoz valamilyen dontést). A ja-
ték tarthat véges vagy végtelen ideig. Azt is feltessziik, hogy minden 1épés
és annak minden lehetséges kivetkezménye koztudott, a konkrét lépések és
kovetkezményeik megfigyelhetGek. Emiatt barmely idépontban meghozott
dontés fiiggvénye a jaték ,multjanak”, vagyis a megel6z6 idépontokban meg-
hozott dontéseknek. Feltessziik a teljes informaltsagot, a jaték minden eleme
kéztudott, beleértve a Véletlen 1épéseinek valoszintiségeloszlasét is.

Attol fiiggben, hogy milyen kapcsolat van az egyes id6pontokban fennallo
dontési helyzetek kozott, a dinamikus jatékok tobb fajtajat kiilonboztetjiik
meg. Ezek koziil ebben a fejezetben olyan jatékokkal foglalkozunk, amelyek-
ben minden idépontban ugyanazt a G jatékot jatsszak a jatékosok. Nevezziik
a G jatékot alapjdtéknak (stage-game, one-shot game), az ezekbdl Gsszealli-
tott jatékot ismételt jatéknak (repeated game).

A kozismert kartyajatékok koziil példaul egy ulticsata ismételt jaték, de a
kanasztaban a pontszam emelkedésével n6 a letevéshez sziikséges minimalis
érték, tehat ez nem ismételt jaték.

119
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Ha egy jatékot sorozatban (véges, vagy végtelen) jatszanak a jatékosok és
kés6bbi idépontokban modjuk van reagalni a tébbiek korabbi cselekvéseire,
akkor a stratégiai lehetGségek kitagulnak. Mint azt latni fogjuk, lehetdség
van olyan kimenetelek Nash-egyensilyként valo elérésére, amelyek mindenki
szamara kedvezGbbek, mint az alapjatékban elérhetd kifizetés.

Miel6tt a pontos matematikai definiciot megadjuk, nézziink egy példat.

8.1. példa. Tekintsiik azt a G alapjatékot (bimatrix-jaték), amelyben az 1.
jatékos tiszta stratégiai F' és A, a 2. jatékosé J és B, a kifizetéseket pedig az
alabbi tablazatban lathatjuk (az els6 szam az 1. jatékos, mig a masodik a 2.
jatékos kifizetése):

2. jatékos
J B

(3,3) (4,2)

1. jatékos 4 (2.4) (5.5)

A tiszta stratégidk halmazan ennek a jatéknak két NEP-je van: (F,J) és
(A, B).

Tekintsiik most azt a jatékot, amelyben a G jatékot két egymast kove-
t6 id6pontban jatsszak a jatékosok, kifizetésiik pedig a két jatékban kapott
kifizetések Osszege.

Melyek lesznek ebben az ismételt jatékban a jatékosok stratégiai? Példaul
az 1. jatékosnak el kell dontenie, hogy az els id6pontban mit lép (F vagy
A), a masodik idépontban pedig azt kell eldontenie, hogy az elsé id6pontban
lehetséges kimenetelek (F, J), (F, B), (A, J), (A, B) fiiggvényében mit lép, F-
et vagy A-t. Ez csak a masodik idépontban 16 lehetGséget jelent, amihez
hozza véve az elsG id6pont két lehetséges dontését, 32 tiszta stratégiaja van
az 1. jatékosnak (és nyilvan a 2. jatékosnak is). Ezt a jatékot fel lehet
természetesen irni normal formaban, de a két 32 x 32-es matrix felirdsatol itt
eltekintiink, aki azonban nem sajnalja a faradsagot ezt megtenni, latja majd,
hogy milyen sok egészen ,furcsa” N E P keletkezett.

Ezeket a N EP-eket nem fogjuk mind megvizsgalni, csak két megfigyelést
tesziink:

1. Konnyi igazolni, hogy az a stratégiaparos, amely szerint az 1. jatékos
az els6 id6pontban az F-et jatssza, a masodikban is az F-et, fliggetleniil
attol, hogy mi volt a kimenetele az els§ id6pontban az alapjatéknak,
a 2. jatékos pedig ugyanigy mindkét idépontban a J-t, N EP-et ad az
ismételt jatékban.

2. Tekintsiik a kovetkezd stratégiaparost:



8.1. ALTALANOS MODELL ES ALAPFOGALMAK 121

1. jatékos: az els6 idépontban A-t 1ép, a méasodikban A-t, ha az els6
idépont alapjatékanak kimenetele (A, J) volt és F-et egyébként.

2. jatékos: az els6 id6pontban J-t 1ép, a masodikban B-t, ha az els6
idépont alapjatékanak kimenetele (A, J) volt és J-t egyébként.

Ez a stratégiapar egy NEP, mert ha pl. az 1. jatékos el akarna térni,
akkor a masodik id6pontban ezt nem érdemes megtennie, mert az (A, B)
N EP az alapjatékban, az els6 id6pontban pedig azért, mert minden eltérés az
(F, J) kimenetelhez vezet, ami az alapjatékban N E P és ugyanakkor rosszabb
kifizetést (3-at) ad mint az egyébként elérhetd 5.

A fenti példaban a két id6pontban elért kifizetéseket egyszertien Gsszead-
tuk és agy kaptuk meg az ismételt jaték kifizetéseit. Igy nem vettiik figye-
lembe a kifizetések jelenértékét, vagyis hogy a késébbi idépontokban kapott
kifizetések kevesebbet érnek, mint a kordbbiakban kapottak. Végtelen id6ho-
rizont esetében a kifizetések egyszert Osszeadasa egyébként is értelmét veszti.

Tegyiik fel, hogy van egy 0 < § < 1 diszkonttényezs, amellyel minden ,ki-
fizetés folyamot” a t = 0 id6pontbeli kifizetésként tudunk megadni. Példaul,
ha r a kamatlab, akkor 6 = 1/(1 + r). Tehat, ha ag, a1, as, as, ... jeloli az
egyes id6pontokban valamelyik jatékos kifizetéseit, akkor ennek a 0 idépontra
szamitott jelenértéke:

a0+5a1+62a2+53a3—|—....

Ezt az 0sszegzést véges és végtelen idGhorizonti jatékokra is el lehet végezni,
mivel a 0 diszkonttényezd§ 1-nél kisebb. Ha a jatékonkénti atlagos kifizetések-
kel akarunk dolgozni, akkor pl. végtelen idShorizont esetén a fenti Gsszeget
az (1 — ¢) konstanssal kell megszoroznunk. A jatékosok hasznalhatnak egyé-
nenként kiilonb6z6 diszkonttényezdket, ami jobban megfelel annak a feltéte-
lezésiinknek, hogy a nem kooperativ jatékokban a hasznossdgoknak nem kell
OsszemérhetSknek lenni. Az egyszeriiség kedvéért azonban a kévetkezSkben
egységes diszkonttényez6t hasznalunk.

Felmeriilhet még az a kérdés, hogy milyen realitasa van a végtelen id6-
horizontnak. A végtelen id6horizont annak a helyzetnek a modellezésére is
hasznalhato, amikor a jaték ugyan véges ideig tart, de nem tudjuk pontosan
meddig, csak a befejezési id6pont valészintiségeloszlasat ismerjiik. Tegyiik
fel, hogy az ismételt jatékot ,tiirelmetlen” jatékosok jatsszak, és a jaték min-
den id6pontban p valoszintiséggel véget ér és 1 — p valdszintiséggel folytatodik
tovabb. Ekkor a t id6pontban a t+ 1 id6épont kifizetése (1 —p)das1-t ér csak
(most varhato kifizetéssel szamolunk) és dolgozhatunk egy olyan végtelen
idGhorizonti modellel, amelyben a diszkonttényez6(1 — p)d.
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Most formalisan is definialjuk az ismételt jatékokat. Legyen G = {5,
ooy Sui f1, oo, fu} az alapjaték normél formaban, amelyet T-szer (T = oo
megengedett) egymas utan jatszanak le, az egyes id6pontokban a kifizetése-
ket pedig a 0 < 0 < 1 diszkonttényezdvel jelenértékre szamitjak at a jaté-
kosok. A I' = {G, 4§, T} szimbolum jeloli az ismételt jatékot. Jeloljiik si-vel
azt a stratégiaprofilt, amelyet a jatékosok a ¢ id6pontban valasztottak. Ne-
vezziik a hy = (sg,81,...,8;_1) vektort a jdték torténetének a t idépontban,
(t > 1). A jaték torténetét minden jatékos latja, vagyis pontosan emlékszik
arra, hogy milyen stratégiaprofilok fordultak korabban el§. Célszerd a 0 id6-
pontban is definidlni a hy torténetet, amelyet az s_; stratégiaprofil jelent.
Ez akkor hasznos, ha a jatékot mér megelézte valami, és a 0 idépontban
igy indul, hogy a jatékosoknak maéar lehet reagalniuk egy megel6z6 ismételt
jatékban (amelyben ugyanaz volt az alapjaték) kialakult stratégiaprofilra. A
hy kezdeti torténetet a jaték leirdsdhoz tartozonak tekintjiik.

Legyen Hy = 0, H; = {h;} a t id6pontban a jaték lehetséges torténeteinek
halmaza (t > 0). A vy fliggvényt az i jatékos dontési fiigguényének nevezziik
a t idépontban, ha v;; a H; minden eleméhez az S; stratégiahalmaz egy elemét
rendeli. Jeloljiik Vj-vel az ¢ jatékos Osszes dontési fiiggvényeinek halmazat.

A

o; = (Vios - - -, vir), v € Vi, t=0,1,...,T

vektort az ¢ jatékos egy teljes stratégidjanak nevezziik a I' ismételt jatékban.
Jeloljiik Y;-vel az ¢ jatékos teljes stratégidinak halmazat. Definidljuk az ¢
jatékos g; : X = X1 x --- x X,—R kifizetStiiggvényét a I' ismételt jatékban
gy, mint az egyes idépontokban a kifizetések diszkontalt 6sszegét:

T
gi(o1,...,00) = Z 6 filvre(hy), . .. v (hy)).
t=0
Ekkor a hy kezdeti torténetd I' ismételt jatékot normél formaban a kovetke-
z6képpen adjuk meg:

F:{ho,Zl,...,En;gl,...7gn}.

A normal formaban a N EP-et a szokdsos moédon definidljuk: teljes stra-
tégidk olyan profilja, amelytdl egyik jatékosnak sem éri meg eltérni, feltéve,
hogy a tobbiek a N EP stratégidjukat jatsszak.

A teljes stratégidk koziil bizonyos specidlis stratégiakat érdemes kiilon
megemliteni. Az ¢ jatékos egy o; stratégiajat stacionernek nevezziik, ha nem

« e,

hozza minden torténethez barmely idépontban.
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Az i jatékos egy o; stratégiajat reaktiv vagy Markov-stratégidnak ne-
vezziik, ha az 7 jatékos v;; dontési fiiggvénye csak az s;_1-t6l fiigg minden
t=1,...,T -re. Az a jatékos, aki ilyen stratégiat kovet, nem torédik azzal,
hogy hogyan jutottak el a jatékosok a t —1 id6pontig, csak a t —1 id6ponthan
létrejott stratégiaprofiltdl fligg a dontése.

Az i jatékos egy o; stratégiajat ugrd (trigger) stratégianak nevezziik, ha
van olyan ¢* id6pont, hogy vy (h;) = s; € S; minden ¢t = 0,1,...,t* — 1 ese-
tén, és vy(hy) =7, € S;, ; # s; minden t = ", t* + 1,...,T esetén. llyen
stratégia alkalmazasakor az ¢ jatékos egy ideig ugyanazt a stratégiat jatssza
az alapjatékban, majd egyszer valamilyen hatésra ,meghtzza a ravaszt” (in-
nen az angol trigger elnevezés) és attér (atugrik) egy maésik stratégiara az
alapjatékban, ami mellett aztan végig kitart.

Ha adott egy I' = {G, 4§, T} ismételt jaték, akkor jeloljik I'(k)-val, és
nevezzilkk részjatéknak azt az ismételt jatékot, amelyik a t = k idépontban
kezdddik és a T id6pontban végzidik, egyebekben ugyanaz, mint a I' = I'(0).
AT ={G,4,T} ismételt jaték egy o = (01,...,0,) NEP-jét részjdték tokeé-
letesnek nevezziik, ha a o korlatozasa a I'(k) jatékra a I'(k)-nak is N E P-je,
minden k£ = 0,1,...,T-re. Ez a definicié szinte azonos az extenziv jatékok-
nal bevezetett részjaték tokéletességgel, és az elsGdleges célja olyan N E P-ek
kizarasa, amelyek nem hihets fenyegetéseket tartalmaznak.

A stacioner stratégidk kozott csak ,trividlis” N FE P-ek vannak.

8.2. tétel. Legyen o* a I ismételt jdaték olyan stacioner stratégiaprofilja,
hogy a jdtékosok minden iddpontban az s* statégiaprofilt jatsszdik. Ekkor o*
pontosan akkor részjdték tokéletes N EP-je I'-nak, ha s* az alapjdték NEP-

je.
Bizonyitds. Lasd a[8.2] feladatot. O

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy, ha az alapjatéknak csak egyetlen N E P-
je van, akkor az a stratégia, amely minden idépontban ezt irja el§, az egyetlen
stacioner stratégia, amely részjaték tokéletes N E P-je az ismételt jatéknak.

8.2. Ugro6 stratégiak

A stacioner stratégidk igazdbol nem nagyon érdekesek, mert segitségiikkel
nem lehet olyan kimeneteleket elgallitani N E P-ként az ismételt jatékban,
amelyek minden jatékosnak jobbak, mint amit az alapjatékban, minden is-
meétlés nélkiil, el lehet érni.

Az ugr6 stratégidk ebbdl a szempontbol sokkal érdekesebbek. Ha van
egy olyan nem egyensulyi stratégiaprofil az alapjatékban, amely nagyobb ki-
fizetést ad minden jatékosnak, mint amelyet az alapjaték egy N E P-jében el
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lehet érni, akkor az aldbbi ,0tletet” lehet alkalmazni: Jatssza mindenki azt a
stratégidjat, amelyet az alapjatéknak a jobb kifizetést add, nem egyensulyi
stratégiaprofilja hataroz meg, mindaddig, amig mindenki ezt teszi. Ha ettdl
legalabb egy jatékos eltér, akkor ettsl kezdve ,biintetésképpen” mindenki at-
tér a NEP-re. Ahhoz, hogy ez az ugrd stratégia NEP legyen az ismételt
jatékban, az kell, hogy a biintetésnek legyen visszatarto ereje, vagyis a ,,jo-
v’ szamitson, a jovGbeli nagyobb kifizetések kompenzaljdk azt az dtmeneti
hasznot, amely a hallgatélagos egyetértés felmondéasiabol esetleg keletkezik.
Ehhez az kell, hogy a diszkonttényez6 elég nagy legyen és maradjon elég id6
a biintetésre. Biztosan elég id§ van a biintetésre, ha az id6horizont végtelen.
Errél szol a kovetkezo tétel.

8.3. tétel. Legyen I' = {G, 4§, 00} egy ismételt jaték, amelynek a G alapjdté-
kdban s* eqy NEP, r pedig egy olyan stratégiaprofil, amelyre f;(s*) < fi(r)
minden 1 = 1,...,n esetén. FEkkor az az ugro stratégia, amely szerint az r
stratégiaprofilt kell jatszani mindaddig, amig a torténet csak ezt a stratégia-
profilt tartalmazza, és azonnal dt kell térni az s*-ra, ha a torténet tartalmaz
legalabb eqy r-tdl kilonbozd stratégiaprofilt, részjaték tokéletes NEP, ha

1=1,...,n, (8.1)
ahol

Bi(r) = max fi(s;,r—;), i=1,...,n.

5;€05

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mindenki az adott ugro stratégiat (réviden U.S)
jatssza. Ekkor az i jatékos az f;(r) kifizetést kapja minden idépontban a
végtelen idShorizonton és igy a kifizetése az ismételt jatékban egy végtelen
mértani sor Osszege, vagyis fi(r)/(1 — 9). Tegyiik fel, hogy mindenki az r
szerinti stratégiait jatssza egészen a t — 1 id6pontig, de a ¢t id6pontban az ¢
jatékos eltér. Minthogy a t + 1 id6ponttol kezdve méar az s* stratégiaprofilt
jatsszék a jatékosok mindorokké, az i jatékos kifizetése nem lehet tobb, mint

(14 6a+ 0%+ -+ 6 fi(r) + 6 Bi(r) + (6 + 62 + .. ) fi(s*) =
1 — 5t . (St—‘rl
i 0" B; —fi(s").
i)+ 8 Br) + T (")
Ha ezt Osszevetjiik az US stratégia f;(r)/(1 — ¢) kifizetésével és megoldjuk
d-ra, akkor a (8.1 egyenl6tlenséget kapjuk.
Azt kell még belatnunk, hogy az US stratégiaprofil részjaték tokéletes.
Tegyiik fel, hogy a részjaték a ¢ = k, (k > 1) id6pontban indul, ahol a
torténet hy. Ekkor két eset lehetséges:
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1. A hy csak az r stratégia profilokat tartalmazza. Ebben az esetben eddig
az id6épontig mindig az r stratégiaprofil valosult meg, és igy a k id6-
pontban kezd6d6 szintén végtelen horizontt jatékban az egész jatékban
alkalmazott U S stratégiaprofil korlatozasa a részjatékra ugyanaz az US
stratégia profil lesz, mivel a részjatékban a 0 idépontban a torténet r, a
jatékosok az r stratégiaprofilt jatsszak mindaddig, amig valaki el nem
tér, ettsl valo eltérés esetén pedig a ,biintetd” s* stratégiaprofilt.

2. Valaki mér eltért az r-t6l, miel6tt a részjaték megkezd6dott volna, és
igy a részjatékban az induld toérténet s*. Ekkor mind az US stratégia-
profil korlatozasa a részjatékra, mind pedig a részjatékban definialt US
stratégiaprofil ugyanazt irja el6: mindvégig az s*-ot jatszani.

Mindkét esetben az US stratégiaprofil részjaték tokéletes NEP. ]

8.4. példa (Fogolydilemma II.). Nézziik azt a végtelen sokszor ismételt ja-
tékot, amelynek az alapjatéka a mar ismert Fogolydilemma (14sd példa).
Az alapjaték kifizetfiiggvénye:

2. fogoly
v
N | (2-2) (-10-1)
Vv (-1,-10) (-5,-5)

Amint tudjuk, ennek a jatéknak az egyetlen (dominans) N EP-je a (V, V)
stratégiaprofil. Ugyanakkor, a tétel alapjan, mivel az (NN, N) stratégia-
profil ezt szigortian dominalja, az ismételt jatékban elég nagy diszkonttényezs
mellett az az ugro stratégia, amely szerint mindkét jatékos mindaddig jatssza
az N stratégiat, amig a mésik el nem tér és utana mindketten attérnek a V-re,
részjaték tokéletes NEP.

A diszkonttényez6 minimumat a formulabol hatarozzuk meg. Az
ottani jelolést hasznalva:

1. fogoly

fZ(S*) — _57
filr) = =2, 1=1,2
Bi(r) = -1, i=1,2

tehat

5>1/4.

8.5. példa. Tekintsiink egy Bertrand-oligopéliumot termék megkiilénboz-
tetéssel, ahol egy vallalat terméke iranti kereslet a sajat termék aratol és a
tobbi piaci szerepld altal kért artol is fiigg: ha a sajat ar csokken, akkor a
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kereslet novekszik, ha a konkurensek altal kért ar novekszik, akkor ugyan-
csak novekszik a kereslet, minden egyéb tényez§ valtozatlansiga mellett, de
a sajat arnak nagyobb szerepe van, mint a tobbiekének egyiittvéve. Tegyiik
fel, hogy a piacon 3 vallalat van, valamennyien 0 koltséggel termelnek és az
1 vallalat keresleti fiiggvénye a kovetkezd:

¢ =100 —3p; +» p;, i=1,23.
J#i
Ekkor egy peri6dusban az ¢ vallalat profitja:

filp) = 100p; = 3p} +p; > _pj, i=1,2,3.
J#i

Az alapjatékban a vallalatok stratégiahalmazai a nemnegativ arak (felsg
korlatot nem kotiink ki az 4rakra), a kifizet6fiiggvények pedig a profitfiige-
vények. Mivel a vallalatok kozott nincs kiilonbség, a megoldas (a NEP) is
szimmetrikus és a vallalatok ugyanazt az arat kérik, termelésiik azonos és
ugyanakkora profitot realizdlnak az egyetlen N FEP-ben. Koénnyi szamolas-
sal kapjuk, hogy a NEP-ben p; = 25, ¢; = 75, f; = 1875 minden i-re. Ha az
Osszprofitot maximalizaljuk, akkor a p; = 50 arak mellett a kereslet ¢; = 50,
amely f; = 2500 profitot ad minden vallalatnak. Ha egy vallalat a p; = 50
artol eltér, akkor egy periodus alatt a p;, = 1g—0 ar valasztasaval és ¢; = 100
termeléssel, (feltéve, hogy a masik ketts tovabbra is p; = 50-en tartja az
arakat) f; = %% profitot tud elérni.

Ha ebbdl az alapjatékbol épitiink fel egy ismételt jatékot, akkor a (8.1)
egyenlGtlenséget hasznalva azt kapjuk, hogy ha a diszkont paraméter § > %,
akkor az az US, amely szerint mindenki 50-et kér az arujéért, amig a tobbiek
is ezt teszik, de ha valaki ettdl eltér, akkor leszéllitja az arat 25-re, részjaték

tokéletes NEP az ismételt jatékban.

Az ugro stratégia eredményessége tobbek kozott azon mulik, hogy marad-
e elég idG a hallgatolagos megegyezés alapjan jatszott stratégiatol valo elté-
rést megbiintetni. Egy végtelen id6horizonta ismételt jatékban mindig van
elég id6. Mi a helyzet véges idShorizont esetén?

8.6. tétel. Ha a G alapjdatéknak csak egyetlen s* egyensiulypontja van, akkor a
['={G,d,T} ismételt jatéknak (T véges) az s* stacioner stratégia az egyetlen
részjaték tokéletes N EP-je.

Bizonyitds. A T id6pontban egyik jatékosnak sem érdeke eltérni az s*-tol,
mivel G legutolso lejatszasakor mar nincs alkalom a biintetésre. De akkor a
T — 1 id6pontban sem éri meg egyiknek sem eltérni, és igy tovabb visszafelé
a legels6 idGpontig.
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*

s* stacioner stratégia egyértelmiisége kozvetlen kovetkezménye annak,
hogy G-nek egyetlen N E P-je van. ]

A fenti bizonyitasban is az extenziv formaban adott jatékoknal mar meg-
ismert visszafelé indukcié gondolatmenetét hasznaltuk. Vegyiik észre, hogy
ha a G alapjatéknak tobb egyensilypontja van, akkor a ' ismételt jatéknak
lehetnek nem stacioner N FE P-jei is, mint ahogy azt a példaban lattuk
is.

Ha az ugré stratégiaknal bonyolultabb stratégidkat is megengediink, ak-
kor az alapjaték ,szinte minden” egyénileg racionalis kifizetésvektora elGall,
mint az ismételt jaték egy részjaték tokéletes N E P-jének kifizetésvektora. A

G={5,....8; f1,-.., fn}
(alap)jatékban az i jatékos kifizetését a tobbiek a

v; = s,ZIvneifql,i meax fi(r,ys—), (8.2)
szintre tudjak szorftani, feltételezve, hogy a min és max létezik. Ezekbdl a
v; minmax értékekbdl Gsszedllithatunk egy v vektort. Egy u vektort a G
jaték individudlisan raciondlis kifizeté vektoranak neveziink, ha van olyan
s = (s1,...,8,) stratégiaprofil, hogy u = (fi(s),..., fu(s)) és u > v, ha
pedig u > v, akkor szigorian individudlisan raciondlis kifizetd vektornak
hivjuk. Az u kifizetésvektort realizalo stratégiaprofilt pedig (szigorian) in-
dividudlisan raciondlis stratégiaprofilnak hivjuk.

Az 1960-as évek Ota ismeretesek olyan tételek, amelyek allitdsa a kovet-
kez6képpen hangzik:

A G alapjaték bizonyos szigoruan individuélisan racionalis kifizetd vekto-
rai elallithatok a I' = {G, 0, T} (T = oo is lehet) ismételt jaték egy részjatek
tokéletes N E P-jének kifizet vektoraként a G-re, d-ra és T-re tett bizonyos
feltételek mellett. Ezeket a tételeket néptételeknek (folk theorems) szokas
nevezni, mivel az elsG ilyen tipust tétel szerzGje és eredete ismeretlen.

A néptételek tizenete vilagos: szinte minden kooperaciéval elérhetd kime-
netelt nemkooperativ koriilmények kézott, egy alkalmas ismételt jaték részja-
ték tokéletes Nash-egyensilypontjaként is el6 lehet allitani. Ezzel magyaraza-
tot kapunk arra is, hogy miért bizonyulnak stabilnak olyan stratégiak sokszor
ismételt jatékokban, amelyek az alapjatékban nem azok és csak kooperacioval
(elkGtelezd szerzGdések kotésével és betartasaval) lennének biztosithatoak.

Mas kérdés az, hogy az ismételt jatékban ezek a N E P-ek altalaban igen
bonyolultak, igy kiilon jelentGsége van annak, hogy ,egyszert” stratégidkkal
lehessen elgallitani egy individuélisan racionalis kifizetésvektort.
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8.3. Automatak és néptételekt

Az ismételt jatékok tanulméanyozasaban altalaban és a néptételek megfogal-
mazasaban és bizonyitasaban kiilonosen hasznos, hogy bizonyos stratégiakat
és az egyensulyt az eddigiektél egy kicsit eltéré modell keretében frjunk le.
Abbdl a megjegyzésbdl indulunk ki, amelyet még az extenziv formaban adott
jatékoknal tettiink a sakkra vonatkozoan. Az Osszes stratégia szambavétele
a praktikus jaték szempontjabol felesleges, még a redukalt norméal forma is
tartalmaz egy csomo felesleges stratégiat. A sakkjatékost ugyanis csak az ér-
dekli, hogy egy adott allds esetében mit kellene 1épni, és amikor mar ott tart
a jaték, nem érdekli, hogy milyen utakon jutott a jaték odaig (dltalaban na-
gyon sok kiilonbo6z6 stratégiat kovetve is eljuthatunk ugyanahhoz az allashoz,
kivéve azokat a nem til fontos eseteket, amikor haromszori ismétlédésnél a
jaték dontetlennel véget érhet, vagy ha 50 lépésen keresztiil nem torténik
iités vagy gyalogtolas, amikor dontetlen az eredmény). A jatékos stratégi-
aja abbdl all tehat, hogy barmilyen a sakktablan elGfordulé esetre, amikor
6 van lépésen, egy megengedett lépést valaszt ki (kiilonb6z8 helyzetnek te-
kintjiik a sakk kiilonleges szabélyai miatt azokat az allasokat, amelyeknél
lehetséges vagy nem az en passant iités, vagy a sancolas). Ha van egy ilyen
értelemben vett stratégia, akkor azt egy gép (automata) is le tudja jatszani,
és ha minden stratégidhoz hozzarendeliink egy automatat, akkor a stratégiak
halmaza a lehetséges automaték halmazabol all és a stratégia valasztas egy
automata kivalasztasat jelenti. Ha minden jatékos ezt csinalja, akkor a ja-
tékot formalisan automatak jatsszék le, az intellektualis feladat a megfelelg
automata kivalasztasa. Ezt a gondolatot alkalmazzuk most végtelen idShori-
zontl ismételt jatékokra. A G = { Ay, ..., An; fi1,. .., fn} alapjatékban most
a stratégidkat cselekvéseknek nevezziik, A a cselekvésprofilok halmaza.

8.7. definicio. A I' = {G, J, 00} ismételt jatékban az i jatékoshoz rendelt
automatanak (réviden ¢ automatanak) az alabbi komponensei vannak:

1. a @; allapothalmaz,
2. egy qi € Q; indulo allapot,

3. ay;: Q; — A; output fiiggvény, amely minden allapothoz egy cselek-
vést rendel,

4. aT;: Q;xA — @; atmeneti fliggvény, amely minden allapot-stratégiaprofil
paroshoz egy allapotot rendel.

A jaték lefolyasa a fenti definiciot és az ott bevezetett jelolést hasznédlva
a kovetkez6: Az i automata az els6 periodusban a ¢ indulé 4llapotban az
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al = ¢;(q}) cselekveést valasztja. Az Gsszes automata cselekvésvélasztésa adja
az els6 periodus a® cselekvésprofiliat. A mésodik periodusban az i automata
a ¢ = 7;(q},al) allapotba keriil és a jaték igy folytatodik tovabb. A kifize-
tés az egyes periodusok cselekvésprofiljaihoz tartozo kifizetések o tényezével
jelenértékre diszkontalt Osszege.

8.8. példa. Tekintsiik azt az ismételt jatékot, amelyben az alapjaték a Fo-
golydilemma (1asd példa).

sz

N-et valasztja mindaddig, amig mindketten N-et valasztottak és V-t minden
egyéb esetben. Ennek a stratégianak a kdvetkez6 automatat feleltetjiik meg:

Q1 = {N,V}
at = N
¢1(N) = Nésp(V)=V

(N, (N,N)) = Nésn(X,(Y,Z2) =V, ha (X,(Y,Z)) # (N,(N,N))

Ha a masodik jatékosnak is ezt az automatat feleltetjiik meg, akkor a két
automata egyike sem fog soha sem vallani.

Vegyiik most azt az esetet, amikor az els§ és a méasodik jatékos stratégiai
kiilénbozok és ezeket két kiilonb6z6 automata valositja meg. Az elsé jatékos
stratégidja: N-et jatszik mindaddig, amig a masodik jatékos N-et jatszik.
Amikor a masodik V-t jatszik, akkor harom peri6duson keresztiil V-t, majd
utdna ismét N-et. Ezt a stratégiat ugy is interpretidlhatjuk, hogy az els6
jatékos a masodik nem kooperativ viselkedését azzal biinteti, hogy valahany-
szor a masodik jatékos ,baratsdgtalan” és V-t jatszik, § maga is haromszor
egymas utan V-t jatszik fliggetleniil attol, hogy mit jatszik a masik jatékos,
majd megbocsat, és ismét a baratsagos N-et jatssza. Az elsG jatékos ezen

P

Ql - {P17P27P37P4}
a N
901(P1) N,
©1(F2) v,
()01<P3> V7
e1(Fs) =V
Tl(Pl,(N7N)) = Pl,
Tl(Pl,(N,V)) == ng
(P, (V,N)) = P,
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n(P, (V,V)) = P,
7'1(P2,(N7N)) = P3,
Tl(PQ,(N7V)) = P3,
(P, (V,N)) = D3,
(P, (V,V)) = B,
T1(Ps, (N,N)) = Py,
Tl(Pg,(N,V)) P4,
(P, (V, N)) Py,
(P, (V,V)) Py,
T1(Py, (N, N)) P,
71(Py, (N, V)) P,
(P, (V,N)) = P,
7'1(P4,(‘/,V>> = Pl.

Vegyiik észre, hogy a stratégia megvalositasdhoz Mi-nek legalabb négy
allapotara van sziikség (ennyit is hasznéltunk) és olyan esetekre is defini-
altuk az allapotfiiggvényt, amelyek a valasztott stratégia mellett soha sem
fordulhatnak els. Példaul a 7 (Py, (V, N)) = P, ,felesleges”, csak az automata
definici6jahoz valoé ragaszkodés miatt adtuk meg.

A masodik jatékos stratégiaja ,moho6”. N-nel indul és valahanyszor az
els6 jatékos N-et jatszik, a kovetkezG periodusban 6 V-t, ha pedig az elsé
V-t, akkor 6 N-et. Példaul, az alabbiakban definialt M, automata is ezt a
stratégiat valositja meg:

QQ — {R17R2}
T = N
©a( 1) = N,
@2(R2) =V,
To(R1, (N,N)) = R,
TQ(R1,<N, V)) = RQ,
(R, (V,N)) = Ry,
(R, (V,V)) = Ry,
To(Ra, (N, N)) = Ry,
To(Rs, (N,V)) = Ry,
To(Ry, (V,N)) = Ry,
(R, (V,V)) = Ry

A jaték ezek utan a két automata kozott hat periodusbol all6 ciklusokban
folyik. Egy ciklust az alabbi tdblazattal lehet megadni:
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periodus M, allapota M, allapota kimenetel kifizetések

1 P R, N.N  (-2,-2)
y P Ry N,V (=10,-1)
3 P Ry v,V (=5, —5)
4 P R, V,N  (=1,-10)
5 P R V,N  (=1,-10)
6 P, R, NN  (-2,-2)

A fenti példa jol szemléltette, hogy az automatik ,Markov-stratégiakat”
valositanak meg, amennyiben az atmenet fiiggvény értékei csak a megel6z6
allapotpérostol és az ehhez tartozé cselekvéspartol fiiggenek. Ha az allapotok
halmaza véges, akkor sziikségképpen lesz ciklikus a jaték lefolyasa. Persze
nem minden ismételt jatékot lehet véges allapothalmazi automatikkal lejat-
szatni.
liink egy automatat. Jeloljiik az ¢ jatékos lehetséges automatiinak halmazat
M;-vel, i = 1,...,n. Az ismételt jatékot a jatékosok tgy jatsszak le, hogy
minden jatékos valaszt egy automatat a lehetséges automatainak halmazabol,
a kifizetést pedig az eredeti I' jaték paraméterei egyértelmiien meghataroz-
zak. Nevezziik az igy definialt jatékot automata jatéknak és jeldljiik I'p-val.

Egy I', automata jatékban nemcsak az érdekelheti a jatékosokat, hogy
a Nash-egyensuly mekkora kifizetéseket ad nekik, hanem az is, hogy azok a
stratégidk, amelyekkel ezt el lehet érni milyen bonyolultak. Bonyolult straté-
gidkat realizdléo automatékat nehéz kivitelezni és miikodtetni. Az automata-
modell azért is elényds, mert egy stratégia bonyolultsagat elég jol lehet jel-
lemezni az automata allapotainak szaméaval. Ezt koltségként akar a kifizetd-
fiiggvénybe is be lehet épiteni. Legegyszeriibb, ha linearis fiiggvényt alkal-
mazunk. Ha 3; az ¢ jatékos m; € M; automatajanak egy allapotahoz tartozo
egységkoltség, akkor a (mq,...,m,) stratégia (automata) profilhoz tartozo
kifizetést a ¢;(| Q; |) = 0 | @i | koltséggel csokkentjiik, ahol | Q; | az m; auto-
mata lehetséges allapotainak szama. Természetesen mas kifizetSfiiggvények
(koltségfiiggvények) is elképzelhetSk, példaul az ugynevezett lexikografikus
kifizetsfiiggvény, amely csak az azonos eredeti kifizetéseket ado egyensuly-
pontok halmazan minimalizalja az 4llapotok szamat.

Az automata jatékok viszonylag egyszert néptételek megfogalmazasat és
bizonyitasat teszik lehetévé. Tekintsiink egy olyan I' = {G,d, 00} ismételt
jatékot, amelyben az alapjaték G = { Ay,..., Au; f1,..., fu} és feltessziik,
hogy a kifizetések feliilr6l korlatosak. A jatékot automatak jatsszak. A nép-
tétel a I', automata jatékra vonatkozik.

Legyen
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v; = min max f;(a;, a_;).
) a_i€A_; acA; fz( 79 z)

Jeloljikk p_; € A_;-vel a fenti minimumfeladat egy megoldasat, b;(a_;)-
vel pedig az i jatékosnak az a_; csonka stratégiaprofilra adott egyik legjobb
valaszat (feltessziik, hogy ezek mind léteznek). N jeloli a jatékosok halmazat.

8.9. tétel. Legyen a*eqy szigorian individudlisan raciondlis cselekvésprofilja
a G ={A, ..., Ay f1,..., fu} alapjatéknak . Tegyiik fel, hogy a kifizeté-
sek felilrdl korldtosak és vannak olyan szigorian individudlisan raciondlis

al,...,a" cselekvésprofilok, hogy minden i = 1,...,n-re fenndll, hogy

Ekkor van olyan 6" < 1, hogy minden ¢’ < 6 < 1 esetén a I' = {G,6, 00}
ismételt jatéknak (pontosabban a T, automata jdtéknak) van olyan részjaték

tokéletes N EP-je, amelyben minden periodusban az a* cselekvésprofil reali-
zdlodik.

Bizonyitds. A bizonyitas konstruktiv, vagyis megfelel6 automatakat konst-
rudlunk, amelyek elég nagy diszkontfaktor esetén semelyik jatékosnak sem
teszik kifizet6ddvé, hogy egy masik automatat valasszon, feltéve, hogy a tob-
biek nem valtoztatnak.

Kényelmi szempontbol bevezetjiik az a) = a} jeldlést, i € N. Az i jatékos
automatajat a kovetkezGképpen definialjuk (L egy a késEbbiekben meghaté-
rozand6 pozitiv egész szam):

Allapot halmaz: {C(j) |7 € {0} UN}U{P(,t)|jENés1<t<L}.

Kezdeti dllapot: C(0).

Output fiigguény: C(j) allapotban valasszuk al-t. A P(j,t) allapotban
valasszuk a (p_;); cselekvést, ha j # i és b;(p_;)-t, ha i = j.

Atmenet fiigguény: Ha a €A, akkor:

e ha C(j)-ben voltunk, maradjunk C(j)-ben, kivéve, ha pontosan egy
jatékos (mondjuk k) eltért aj-tol, amikor is menjiink at P(k, L)-be,

e ha P(j,t)-ben voltunk és pontosan egy jatékos (mondjuk k # j) eltér
(p—j)k-t6l, akkor menjiink P(k, L)-be, minden egyéb esetben menjiink
P(j,t —1)-be hat > 2 és C(j)-be, hat = 1.
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Most meghatarozzuk a ¢’ és L értékeket. Jelolje M a kifizetések egy fels6
korlatjat. Legyen L egy elég nagy pozitiv egész szam ahhoz, hogy

M — fi(a’) < L(f;(a’) — v;)

fennalljon minden i € N-re és j € {0} U N-re. A fenti egyenl6tlenség jobb
oldalan f;(a’) —v; > 0, mivel f;(a’) < fi(a’) minden j # i-re és a’ szigortian
individualisan raciondlis, igy L mindig létezik.

Nézziik most, hogy mi torténik, ha az i jatékos a C'(j) allapotban eltér és
nem az ag stratégiat jatssza. Ekkor az eltéréskor legfeljebb M-et ér el, majd
mivel utana atmegyiink a P(k, L) allapotba, a legjobb esetben is L perioédu-
son keresztiil v; lesz a kifizetés, majd f;(a’) mindorokké. A § diszkonttényezst
hasznalva az i jatékos kifizetése a legjobb esetben is

L+1 [e’s)
M+ 6 4+ Y 6t fiad)
k=2 k=L+2

Ha nem tér el, akkor mindig f;(a’)-t kap, vagyis a diszkontélt kifizetése
az egész idGhorizontra

L+1

fil@) + 6 @) + ) 8 fi(ad),

k=L+2

Igy akkor nem éri meg eltérni, ha

L+1
M — fial) <> 6" (fi(a?) — vi) < L(fi(al) — v;)
k=2
ami mindig fennall, ha ¢ elég kozel van 1-hez.

Ha az i jatékos a P(i,t) allapotban akarna eltérni, akkor a szamara elSirt
bi(p—;) legjobb feleletnél nem tudna jobbat taldlni, ezért elég azt az esetet
vizsgalnunk, amikor az ¢ jatékos a P(j,t) allapotban, j # i, akarna eltérni.
Ekkor, amikor eltér maximum M-et kap, majd L periéduson keresztiil v; -t
és utana legjobb esetben is (ha tobbé nem tér el) fi(a’)-t. Igy a diszkontalt
kifizetése a teljes idGhorizonton a kovetkezé:

L—1 00
M —+ Z 5k_1’l}i —+ Z 5k_1fi(ai).
k=1 k=L

Ha nem tér el, akkor L perioduson keresztiil az f;(b(p_;), p—;) kifizetés jut
neki, majd a fennmaradé periodusokban f;(a’). Tehét az egész idShorizonton
a diszkontalt kifizetés:



134 8. FEJEZET. ISMETELT JATEKOK

fi(b(p—;), P—;) +25k ' P-j) P +Z5k i),

Ennek nagyobbnak kell lenm annal, amit eltérés esetén kaphat az ¢ jatékos,
vagyis fenn kell allni az

L-1 0
M+ 3765y + 3" 651 fi(ah) < filb(p—)), p—j +25’“ Hfi(b(p—;). )
k=1 k=L
+Z5k71fz'(aj)
k=L

egyenlGtlenségnek, amelyet atrendezve kapjuk az

M~ fi(b(p +Zé’“ — fi(b(p—j), p—))) < > _ 6" (fi(al)— fi(a"))

egyenlGtlenséget. Mivel

M — fi(b(p P_j) —|—Z5k s — (P-j):P-))
k=1

IMh
i
’:H
;
d

ezért ha

> FTHM = filb(p—y).p—y) < )0 (fi(@) — fi(a)

fennall, akkor nem érdemes eltérnie az ¢ jatékosnak.

A fenti egyenlétlenségnek a § = 1 esetben a bal oldala véges, mig a jobb
oldala végtelen, amibdl az kovetkezik, hogy van olyan 1-hez kozeli §, hogy az
egyenlGtlenség fennalljon.

Ezzel beldttuk, hogy semmilyen allapotban sem érdemes egyetlen jateé-
kosnak sem eltérni a megadott stratégiaktol, vagyis ezek a stratégiak (auto-
matak) N EP-et alkotnak.

A részjaték tokéletesség azonnal adodik abbol, hogy a NEP stratégia-
profil Markov-stratégiaprofil (lasd a [8.8] feladatot). O
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A bizonyitds menetét jobban megértjiik akkor, ha némi nem formalis
magyarazatot is fliziink hozza. Az automataknak haromféle allapotuk van.
A C(0) allapotban mindenki a ,megcélzott” a* cselekvésprofilnak megfelels
cselekvést valasztja. A C(j), 7 # 0, allapot a j jatékost biintets biintetés-
sorozat utani ,megnyugvas’ allapota, amikor a jatszando akcioprofil a/. A
P(j,t) egy olyan allapot, amikor a j jatékos biintetésébdl (vagyis kifizetésé-
nek a v; szinten tartasabol) meég ¢ periodus van hatra. Egy biintetéssorozat
L periodusbol all. Ha az i jatékos a biintetés fazisaban eltér, amikor a j
jatékost kellene biintetnie, akkor az ¢ jatékost biinteté sorozatra tériink at,
amelynek elmultaval 6rokre megmaradhat egy ,enyhe” biintetés, mivel a C'(7)
allapotban kotiink ki, ahol az i jatékos f;(a’) kifizetése kisebb, mint a C(5)
dllapotban megszerezhets f;(a’). Roviden és frappansan azt lehet mondani,
hogy ez a néptétel azon alapszik, hogy biintetjiik a célallapottol eltérdket, és
biintetjiik a biintetést szabotalokat. Ez utobbit agy is be lehet allitani, hogy
jutalmazzuk a bilintetést engedelmesen végrehajtokat.

A (nép)tételben az allapotokat a cselekvésprofilok helyett lehetne a
kifizetésprofilokkal is jellemezni, természetesen megkovetelve egy olyan me-
chanizmus létezését, amely egy adott kifizetésprofilt realizalni tud. Ha min-
den kifizetésprofil a jatékosok cselekvésprofiljaival elGallithaté, akkor a valtoz-
tatas csak formai. Ha azonban megengedjiik példaul, hogy kifizetésprofilok
tetszbleges konvex linearis kombinacioja is lehetséges kifizetésprofil legyen,
akkor béviilnek a lehet@ségek, de sziikség van valamilyen mechanizmusra
(peldaul egy jatékvezetdre), aki sorsolassal valasztja ki a kivant kifizetéspro-
filt és mindenhol at kell térni a varhato kifizetésekre.

A tétel feltételei kozott van egy lényeges, nevezetesen a kivant tulajdonsa-
g al, ..., a” cselekvésprofilok létezését megkivano, feltétel. Ez a feltétel meég
akkor sem teljesiil automatikusan, ha az alapjaték egy véges jaték kevert bo-
vitése. Anélkiil, hogy a részletekbe mennénk, azt lehet mondani, hogy ebben
az esetben elég gyenge feltételek mellett lehet biztositani ennek a feltételnek
a teljesiilését, ha a lehetséges kifizetésprofiloknak a ,tiszta” kifizetések konvex
burkat tekintjiik. Ilyen néptételre talalhatunk példat [Forgo et al. (1999)]-
ban.

8.4. Feladatok

8.1. feladat. Irjuk fel a példa ismételt jatékat normél formaban, és
allapitsuk meg a N FE P-jeit.

8.2. feladat. Bizonyitsuk be a[8.2] tételt.
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8.3. feladat. Adjunk példat arra, hogy egy ismételt jatékot nem lehet véges
allapothalmazu automatakkal lejatszani.

8.4. feladat. Tekintsiik azt a végtelen idShorizontt ismételt jatékot, amely-
ben az alapjaték az alabbi biméatrix-jaték (Gydva nyil) kevert bévitése:

Pal
K N
(6,6)  (2.7)
N | (7,2) (0,0)

Adjunk meg egy olyan ugro6 stratégiaprofilt, amely legalabb 6 kifizetést biz-
tosit mindkét jatékosnak elég nagy diszkontrata esetén.

Péter

8.5. feladat. Tekintsiik azt a végtelen idGhorizontd jatékot, amelyben az
alapjaték egy olyan Cournot-duopélium, amelyben a kéltségmentesen ter-
mel6 vallalatok termékének piacan az inverz keresleti fiiggvény p(q1,q2) =
1 — ¢ — q2. Milyen diszkontrata mellett realizalhaté ugréd stratégiaparossal
mindkét jatékos szamara legalabb % profit?

8.6. feladat. Adjunk meg a[8.8 példaban egy M;-t6l kiilonbozs, de az M,
automataval megegyezd stratégiat (az elsd jatékos stratégiaja) jatszo auto-
matat.

8.7. feladat. Adjunk meg a példaban egy M,-t6l kiilonbozs, de az
M, automataval megegyezs stratégiat (a masodik jatékos stratégiaja) jatszo
automatat.

8.8. feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy Markov-stratégiakbol 4llo straté-
giaprofil NE P, akkor az részjaték tokéletes NEP.

8.9. feladat. Adjunk példat arra, hogy egy részjaték tokéletes NEP nem
Markov-stratégiaprofil.



A. fuggelék

Feladatmegoldasok

A.1. megoldas. Az feladat megoldasa:

1. Nincs szigortian dominalt stratégia.

2. Ha (barmelyik) jatékos 0 vagy 100 Ft-ot kér, akkor az gyengén dominalt
stratégia.

3. Nincs.
A.2. megoldas. A [2.17 feladat megoldasa:

1. Mindketten a szakasz felezGpontjaban.
2. Szimmetrikusan a végpontoktol 1/4 tavolsagra.

3. Nines.
A.3. megoldas. A [2.18 feladat megoldéasa:
1

QT:C]S:%;

juk.

a profitot a profitfiiggvénybe valé behelyettesitéssel kap-

A.4. megoldas. A3.9 feladat megoldésa:

Az egyetlen részjaték tokéletes N E P-ben az els§ napon A megtart ma-
ganak 100 —1005(1 — «) forintot és felajanl B-nek 1005(1 — «) forintot, amit
6 elfogad.

A.5. megoldas. Az feladat megoldasa.
Tekintsiik azt az A matrixjatékot, ahol
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1 0
A= 0 1
-2 2

Itt a sorjatékos harmadik akcioja racionalizdlhatd, mert az elsé két akcio
semmilyen konvex kombinacioja sem dominalja szigortian. Ugyanakkor a
jatéknak egyetlen korrelalt egyensilya van:

1/4 1/4
P=| 1/4 1/4
0 0

amelyben a harmadik akcié nulla valoszintiséggel szerepel.

A.6. megoldas. A[6.1] feladat megoldasa:

Indirekten tegyiik fel, hogy az igazmondéas nem BNE. Igy van olyan k ja-
tékos aki az ey, értékelése helyett egy by # ey értéket licital. Ha b, < ey, akkor
ha ehelyett eg-t licital, akkor névekszik az aukcié megnyerésének valoszintisé-
ge, mikozben a kifizetend6 0sszeg nem nd, hiszen az a masodik legmagasabb
licitt6l fiigg. Ekkor tehat novekszik a varhaté haszon is, hiszen a kifizetendd
Osszeg nem lehet nagyobb, mint az értékelés. Ha by > e, akkor érdemes
ehelyett eg-t licitalnia, hiszen igy pont azokban az esetekben nem nyeri meg
az aukciot (a by licithez képest), amikor a by licitnél az értékelésénél tobbet
kellene kifizetnie. Tehét ekkor is névekszik a varhaté haszon. Ellentmondas-
ra jutottunk, az igazmondas BN E. Hasonl6 meggondolassal belathato, hogy
az igazmondas az egyetlen BN E.

A.7. megoldas. A[6.2] feladat megoldasa:

1.
2—301+H—m
=t 2 =12

qi(ci) = 6 )

2. m< 1.

A.8. megoldas. AR.4] feladat megoldasa:

A kevert N EP kifizetései (4%, 4%), amihez képest a (K, K) profil Pareto-i
értelemben javitas, igy 6 > % esetben az az ugr6 stratégia, amelyben a jatéko-
sok a (K, K) stratégiaparost jatsszdk mindaddig, amig legalabb az egyik ett6l
eltér, onnan kezdve viszont az alapjaték kevert egyensilyi stratégiaparosat,
egy részjaték tokéletes NEP.

A.9. megoldas. AR5 feladat megoldasa:
o> .



B. fuggelék

Fixponttételek

Ebben a részben néhany olyan tételt mondunk ki, amelyek fontos szerepet
jatszanak a konyvben, és altalaban nem képezik anyagat a sztenderd egye-
temi analizis kurzusoknak. A bizonyitasokat nem targyaljuk bonyolultsaguk
és hosszusaguk miatt, de az érdekl§dé olvasod szamara pontos referencidkat
adunk, ahol kell§ tiirelemmel és figyelemmel végig lehet kovetni a bizonyita-
sokat.

B.1. tétel (Brouwer-fixponttétel). Legyen K C R"™ nem dires, konvez, kom-
pakt halmaz, f : K — K folytonos fiiggvény. Ekkor van olyan x € K, hogy

x = f(x).
A kovetkezd tétel megfogalmazasdhoz sziikségiink van egy definiciora.

B.2. definicié. Legyen S C R” nem iires halmaz és f : S — 25 halmazértéki
leképezés. Az f-et feliilrdl félig folytonosnak nevezziik, ha a leképezés Gy =

{(x,y) | x€S, ye f(x)} grafja zart.

B.3. tétel (Kakutani-fixponttétel). Legyen K C R"™ nem dres, konvez, kom-
pakt halmaz, és F olyan felilrdl félig folytonos leképezés, amely K minden
pontjihoz a K eqy nem tres, zdrt, konver halmazdt rendeli. Ekkor van olyan
x € K, hogy x € F(x).

139



140 B. FUGGELEK. FIXPONTTETELEK



C. fuggelék
A Gale-Nikaido—tétel

C.1. tétel (Gale és Nikaido). Legyen K C R™ nem ires, konvezx, nyilt hal-
maz, [ : K — R™ folytonosan differencidlhatd fiigguény, amelynek a J(x)
Jacobi-mdtrizdra igaz, hogy J(x) + JY(x) negativ definit minden x € K -ra.
Ekkor minden x,y € K-ra, x #y esetén f(x) # f(y).
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